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Aproximacio no lineal i mostratge comprimit

JOAQUIM BRUNA

Resum: En aquest article donem una pinzellada a un camp relativament nou de la
matematica, el mostratge comprimit, un terme que correspon a I’expressio compressed
sensing o compressive sampling. Es una branca del tractament del senyal que d’alguna
manera ha aparegut de forma natural associada a un altre gran camp ben modern i
present, 'anomenat big data analysis. El mostratge compressiu no tracta pas de la
manipulacié de grans bases de dades per extreure’n informacio util, sin6 justament de
no generar informaci6 inutil, innecessaria. Per a I’exposicio, ens referirem breument a
una altra teoria que té entitat per si sola, la teoria de I'aproximacio no lineal.

Paraules clau: discretitzacio, aproximacio lineal, aproximacioé no lineal, bases hilber-
tianes, mostratge comprimit, vectors rars, descodificadors, matrius aleatories, bases
incoherents.

Classificacié MSC2010: 94A12, 68P30, 41A46.

1 Analogic vs. digital

Les matematiques sovint utilitzen en els seus models per descriure el mén
funcions analogiques f(t), f(x), t,x € I, on I designa aqui un interval, acotat
o no. Els models teorics suposen que x o t és una variable independent que
pot prendre tots els valors de I, un continu de valors, i podem veure f com un
vector que té un continu de components. Com que les matematiques pretenen
quantificar magnituds, se suposa en els models que aquestes funcions sén
quantificables en algun sentit. El més comu és imposar que tenen energia finita,

£l = (L FeoPdx) <

i hom diu llavors que f € L?(I). Hem de veure aquesta expressio com la versio
continua de la norma euclidiana que ens és familiar, ja que no fem altra cosa

Aquest article és una versio desenvolupada de la lli¢6 inaugural de Matematiques del curs 2013-
2014 a la Universitat Autonoma de Barcelona, i es nodreix de les referencies [7], [8] i [10].
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que sumar el quadrat de totes les components (infinites) del vector f. Aixi,
L2(I) és I'espai euclidia d’'un continu de dimensions, i la norma ens serveix per
quantificar com sé6n de properes dues funcions,

Hf—gH=<LMMﬂ—gWH%M>;

Quan parlem d'una digitalitzacio o discretitzacio de f, ens referim d’una
forma imprecisa a quelcom que representa o aproxima f pero que no depén
d’'un continu de dimensions, siné d'un nombre finit o, com a molt, numerable de
dimensions. Sovint aixo es formula per a funcions d'un determinat subespai E
de L2(I). Per precisar, aqui direm que una digitalitzacio (ideal) de f € E C
L2(I) consisteix senzillament a expressar el vector f en una base ortonormal
numerable (base hilbertiana) () de E. Aixo0 és

f = Z(f’ Yn)Wn,
n
on els coeficients sén les correlacions

<f1 (/«’n) = Lf(x)llln(x)dx

Les correlacions (f, Y, ) constitueixen una digitalitzacio de f.

El concepte de base ortonormal és, per tant, el mateix que el de base carte-
siana de I'espai euclidia. Els vectors y/,, s6n unitaris i perpendiculars dos a dos,
(Yn, Ym) =0, sin # m,ihom té el teorema de Pitagores

1LFIZ = 2 K f s wndl?,

que en aquest context s’anomena teorema de Parseval.

L’exemple historicament més important és la base de Fourier de sinus i
cosinus o, si es vol, d’exponencials complexes. Si I = [—a,a] és un interval
acotat, la base de Fourier de L2(I) consisteix en les exponencials complexes

1 =
——ead™  pne7.

V2a

El desenvolupament en série de Fourier pren la forma
f(t) = cpeaint,
n

amb coeficients | (@
en = | Fweim,
—-a

2a

que s’anomenen coeficients de Fourier. Evidentment, tota funcio f € L2(I)
s’identifica amb una funcié 2a-periodica, de manera que el desenvolupament
anterior ve a dir que tota funcié 2a-periodica és una superposicio, és a dir,
una suma, de les funcions 2a-periodiques més elementals, que sén COS(%?’LI:),
sin(7nt), n € N.
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Un altre exemple paradigmatic és el conegut teorema de Shannon-Whittaker-
Kotolnikov. Sigui E la classe de funcions f € L?(R) que s’obtenen com a
superposicié de sinus i cosinus de freqiiéncies w, amb w < a,

f(x) = JI | g(w)e’™®* g, amb g € L?(R).

wl=a
Aquestes son les funcions de banda limitada, amb amplada de banda a. Llavors

sinr(2ax — n)
m(2ax —n)

fx)=>rf (%) Yn(x), onyp(x) =

Les funcions ¢, que son traslladades i reescalades de la funcié sinus car-

dinal %, formen una base ortonormal de E; en aquest cas, les correla-

cions {f, @) coincideixen amb els valors f (%) i i s’anomena el pas de Ny-
quist. Matematicament, aquest resultat és equivalent al que hem comentat, en
el sentit que tota funci6é de L2(I) es pot escriure com la suma d’una série de
Fourier.

Si, a més, f tingués suport en [—T, T], aixo significaria que depén d’apro-
ximadament 4T a parametres. Llevat del cas que f = 0, no hi ha funcions de
banda limitada amb suport compacte, perqueé tota funcié de banda limitada
té una extensioé entera; tanmateix, el treball de Landau i Pollack mostra que
I’espai dels senyals que aproximadament tenen suport temporal de mida T i
aproximadament amplada de banda a té dimensié aproximadament 4T a, on,
és clar, cal precisar el significat en cada cas del terme aproximadament.

Un altre exemple molt important de bases i de digitalitzaci6 son les ba-
ses d’ondetes. Ens limitarem aqui a un cas especial. Una ondeta amb suport
compacte és una funcié ¢ amb suport compacte dins I'interval (-1/2,1/2),
normalitzada, amb la meravellosa propietat que les versions reescalades i
dilatades .

Wrm(x) =229 (2kx —m), k;mez

formen una base hilbertiana de L2(R), és a dir,

f =D f, Wim)Wim, perafeL?(R).

k,m

Aqui hi ha un doble index (k,m) i les correlacions (f, Wk m) sOn mitjanes
ponderades de f en l'interval diadic de mida 2% centrat en ;”—k

Veiem que en les ondetes hi ha dos parametres, un parametre de posicié m
i un parametre d’escala k. L’exemple més senzill és I'ondeta de Haar, que és
la funci6é que val —1 en [—%, 0]ilen [O, %]. L’existencia d’ondetes d’aquest
tipus, que, a més, son regulars, és un fet molt important, degut a Daubechies.

Un tercer exemple ben classic de bases el donen les diverses families de
polinomis (py), pn de grau n, que formen una base hilbertiana de L2(0,1), o
de L2(0,1) amb un pes. Exemples en son els polinomis de Hermite, Laguerre, Ja-
cobi, Gegenbauer, Chebyshev, Legendre, etc. Cada problema de Sturm-Liouville
porta de forma natural a una base d’aquestes caracteristiques.
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2 Aproximacio lineal i no lineal

Suposem que volem aproximar f amb una informaci6é de mida N utilitzant una
base (@)
f= Z CnWn.
n

Una forma de fer-ho és, senzillament, mitjancant els N primers coeficients

N >
fN: Z Cn(ljn, ||f_fN|| = (z |Cn|2> —’0, N—’ 00,
n=1

n>N

Notem que aquesta definici6 pressuposa que la base (y,) esta ordenada o
jerarquitzada d’alguna forma. Per exemple, en termes de la freqiiéncia en
la base de Fourier, la grandaria dels parametres de posicio i freqiiéncia, etc.
Obviament, en aquest cas, hom té (f + g)N = fN + gV, és a dir, 'aproximacio6
és lineal.

Ara bé, aix0 no és el millor que podem fer. Si prenem els coeficients c,, que
corresponen a un subconjunt A dels nimeros naturals i formem

fA= Z CnPn,

neA

tindrem

1
2
If = A= (Z |Cn|2)
n¢A

i, per tant, la millor aproximaci6 de f utilitzant N coeficients 'obtindrem
ordenant de més gran a més petit en valor absolut els coeficients ¢, (que
tendeixen a zero quan n — ) i quedant-nos amb els N coeficients més grans,
els més significatius. Aixi, definim

N
fN = Z C‘Vlk(,Unk, |Cn1| = |C‘n2| = |Cn3|
k=1

Aquesta és ara una aproximaci6 adaptativa pero no lineal: (f + g)y # fnv + gn.

Es natural preguntar-se com son de bones aquestes aproximacions. Quanti-
tativament: com de gran hem de prendre N per tal que I’error sigui més petit
que una quantitat & prefixada? Aquesta qiiestié s’estudia de la manera segiient:
si E és una determinada classe de funcions, com decau ||f — fvll si f € E?

Tipicament, voldriem, per exemple, que fos
1
ILf = fnll < C||f||m,

amb un valor de « com més gran millor. Aquest exponent «x depen de la
classe E i de la base utilitzada (y/5,).
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Les bases d’ondetes séon molt importants en les aplicacions. El fet matema-
tic que ho explica és que, per a moltes classes E de funcions (particularment,
les que modelitzen imatges), les bases d’ondetes donen el millor exponent «,
de manera que, amb N no gaire gran, I'aproximacio de f per fy ja és prou bona.
Dit d’'una altra manera, les bases d’ondetes tenen la propietat de representar
acuradament funcions d’interés practic amb molt pocs coeficients significa-
tius, perque la seva expressio exacta té una expressio rara, sparse, amb molts
coeficients molt petits, en les bases d’ondetes. Aix0 les fa especialment utils,
per exemple, a ’hora de comprimir imatges en les nostres cameres digitals.
En termes generals, si una imatge es representa en una base d’ondetes de
Daubechies (més precisament, en la seva versio bidimensional), hi ha aproxi-
madament 10° coeficients; si ens quedem amb el cinc per cent dels coeficients
més significatius, fent zero els altres, i fem la reconstrucci6 a partir d’aquests
coeficients, veurem una imatge practicament idéntica.

3 Un nou pas: el mostratge comprimit (compressed sensing o
compressive sampling)

En la secci6 anterior, hem vist la utilitat de I'aproximaci6 no lineal en bases
d’ondetes. Representades en bases d’ondetes, moltes funcions d’interés practic
s’aproximen acuradament de forma no lineal.

Pero reflexionem una mica. Hom fa I’esforc¢ d’obtenir un milié de coeficients
per després negligir-los practicament tots. No és gens eficient aixo!

Es en aquest punt on apareix la pregunta natural, clau, i que ens portara a
un nou paradigma, el del mostratge comprimit: és possible dissenyar algun al-
gorisme que ens permeti obtenir directament fy només amb (aproximadament)
N observacions?

La resposta, sorprenent, és si, i la dona la teoria del mostratge comprimit.
L’objectiu d’aquesta seccio6 és explicar en quin sentit aixo és cert i, sobretot, de
quina manera. Veurem com, en la resposta a aquesta pregunta, es combinen
nocions d’algebra lineal —potser no exactament de 1’algebra lineal estandard—
amb nocions estocastiques molt actuals, com ara les matrius aleatories.

Comencarem formulant el problema en el marc de I’algebra lineal.

Tenim un vector f € RP, on D és enorme, per exemple, el nombre de pixels
d’'una imatge. Podem pensar també que f és una funcié definida a {1, 2,...,D}.
Tenim una expressio de f en una base ortonormal

X1
X2
f=2%nn, f=YX, on¥=(yi,...,Pp)iX=
n .
XD
Suposem que f és N-rar en la base ¥, és a dir, que f = fy (que vol dir
que f tan sols té N coeficients no nuls), o bé que és compressible, en el sentit
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que ||f — fnll = IX — Xyl tendeix a zero molt rapidament. Una observacio
fonamental a tenir en compte per entendre la situaci6 és la segiient: sabem
que f és N-rar en la base de les y, (per exemple, perqué f és una imatge i
la base és una base d’ondetes), pero no sabem quins soén els N-coeficients no
nuls (si ho sabéssim, la situaci6 fora trivial, la resoldriem amb I'algebra lineal
estandard).

Modelitzem ara el mostreig de f, la informaci6é que en tenim, mitjancant
unes correlacions amb altres funcions ¢y linealment independents:

Y ={frdx), k=1,...,M,

on el nombre de mostres és M, que hem de pensar com un nombre molt més
petit que D. Llavors la pregunta és: podem recuperar f a partir dels y;? Com
que f = fn, si f és N-rar, depén de N coeficients, el millor que podem esperar
ésque M = N.

4 L’algebra lineal dels vectors rars
Representem-ho tot en termes matricials
Y=0f=d¥X =AX, onA:R’ - RMiM < D.

La matriu A = ¥, d’ordre M X D, s’anomena de mostratge (sensing matrix), i
té rang M. Llavors pretenem recuperar X de Y = AX sabent que X és N-rar o
bé compressible. Posem =y per designar la classe dels vectors N-rars de RV,
Tenim moltes menys equacions, M, que incognites, D, pero sabem que només
N incognites no sén zero, sense saber, pero, quines.

En general, un descodificador és una aplicacio

A RM - RP

tal que AAX = X si X € Zy. Un descodificador tria per a cada Y € RM un
vector A(Y) de la varietat lineal B(Y) = {Z: AZ =Y}.

Un descodificador no és necessariament lineal, si bé aqui suposarem per
simplificar que AO = 0. Es vol, per tant, que un descodificador sigui un invers
per 'esquerra de A sobre els vectors rars. Per definicio, sén inversos per la
dreta de A, AAY =Y. Notem que triant en B(Y) el vector Z de norma minima
s’obté un invers per la dreta, lineal, que pren valors en 'ortogonal del nucli
de A.

Volem que AX determini X per a X € Xy, és a dir: X,X' € 3y, amb
AX = AX' ha d'implicar X = X', o bé, si X — X’ € ker(A), llavors X = X'.
Volem, per tant, que ker(A) n 3on = 0. De fet, en aquest cas, podem definir
un descodificador. Definim senzillament A(Y) triant entre tots els vectors Z
tals que AZ = Y un que tingui suport minim, és a dir, amb el maxim nombre
de components nulles. Llavors, si X és N-rar, AAX és un vector Z tal que
AZ = AX que té suport minim, i, per tant, també és N-rar. En conseqiiéncia,
X—-Zeker(A)NZoniZ=X.
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DEFINICIO 1. Associem a cada matriu A d’ordre M x D el nimero s(A) definit
com el més petit nombre de columnes de A que sén linealment dependents. Es
a dir, qualssevol s(A) — 1 columnes de A sén sempre linealment independents.

A diferéncia de la noci6 de rang habitual, el nimero s(A) depén de A ino
només del subespai engendrat per les columnes de A. Evidentment, hom té que
S(A) <rang(A) + 1.

La igualtat ker(A) n Xy = 0 significa que no poden haver-hi mai 2N colum-
nes linealment dependents, és a dir, que qualssevol 2N columnes de A han de
ser linealment independents, aixo és, 2N < s(A) — 1. Aixi, hom té que Y = AX
determina X € 3y, siinomés si s(A) > 2N. Ens interessen, doncs, matrius que
compleixin aquesta condicio, que, tal com hem vist, és equivalent a I'existéncia
d'un descodificador A que recuperi X € 3y de Y = AX.

Naturalment, aquesta condici6 implica que 2N < rang(A) i, per tant, que
2N < M. Fixats N, D, M amb M > 2N, sempre hi ha matrius d’ordre M x D tals
que qualssevol 2N columnes siguin linealment independents. Es suficient trobar
D vectors a R?N tals que qualssevol 2N d’ells siguin linealment independents.
Si0 <t <t»<---<tp son arbitraris, la matriu que té entrada t'~! a la fila i,
columna j, té tots els menors d’ordre 2N x2N que sén matrius de Vandermonde
i, per tant, invertibles. Aquestes matrius s6n, pero, mal condicionades i, per
tant, no adequades per al calcul numeéric.

Ara bé, per tal que un descodificador A tingui interés practic, ha de ser
robust, en el sentit que si X ¢ Xy pero || X — Xy|| és petit, voldriem que també
AAX fos proper a X d'una forma controlada. El més natural és imposar que
existeixi una constant C > 0 tal que

AAX — X[ < CIIX — XNl (1)

que, naturalment, quantifica el fet que AAX = X, si X és N-rar.
Obviament, aixo implica

IXI < CIIX = XnIl, X € ker(A),

per a una certa constant C. De fet, implica aquesta mateixa desigualtat, pero
amb 2N en lloc de N (vegeu [8]):

IX[ < ClIX - Xonll, X € ker(A). (2)
En efecte: donat X € ker(A), considerem una descomposicié de Xpy en dos
vectors N-rars, Xony = X1 +Xp,1sigui X3 = X—Xon. Com que —X; € 3y, tindrem
que —X; = AA(—X7); com que X € ker(A), tindrem que A(—X;) = A(X> + X3);
per tant, —X; = AA(X> + X3). Aleshores, per (1),
IX1 = IX2 + X3 — AA(X2 + X3) || < Cll(X2 + X3) — (X2 + X3)N]l.

Ara bé, com que X, és N-rar, és clar que la darrera expressio és menor o igual
que [ Xzl = I X = Xonll.
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Quan es compleix (2), hom diu que A té la propietat NSP (null space property)
d’ordre 2N respecte de la norma euclidiana.

A la practica, els descodificadors han de ser també robusts respecte dels
errors, perqué les mostres poden contenir soroll. No mesurarem Y = AX
exactament, sino

Y=AX+Z,

on Z és un error, estocastic o determinista. Si A és un descodificador, diem que
és robust si

IA(AX + Z) —= X|| < CllZll, X €3N, ZeRP. (3)

Analogament a les altres propietats, aquesta condicié natural —I’existéncia
d’un descodificador robust— implica una propietat de la matriu A, concreta-
ment

1
1A = ZIX], - X € Zan. 4)

Per veure-ho, siguin X,Y € 3y i definim Z = %A(X —Y), de manera que
AX—Z=AY+Z=%A(X+Y).

SiW =A(AX - Z) = A(AY + Z), (3) implica
IX-Y[ <IX-WI+IW-=YI[ <2C|Z| = CI|AX — AY|.
Fixem-nos que (4) implica que X € 3y es pot recuperar de AX.
La definici6 segiient fou introduida a [6] i [2].

DEFINICIO 2. La matriu A satisfa la propietat RIP (restricted isometry property)
d’ordre N, si hi ha dy petit tal que

(1 -8MIIXI% < JAX]1? < (1 + 6N X%, X € 3.

Significa que qualssevol N columnes de A s6n gairebé ortogonals. Per tant, si
A satisfa la propietat RIP d’ordre 2N, A preserva aproximadament la distancia
entre dos vectors N-rars.

La propietat RIP implica una versi6 de la propietat NSP, pero amb la nor-
ma L'. La norma L' d’un vector X es defineix com a

D
X1 =D Ixil.
i=1
Per a un vector X € Xy, la desigualtat de Schwarz implica que

X1l < VNIXI.
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El resultat precis, que no demostrarem, és que si A té la propietat RIP d’ordre N
amb una constant Sy < /2 — 1, llavors

IX — Xonll1

Xll=C
X1 < N

X € ker(A),

_ 2
amb C = T3 755y

5 El descodificador basat en la norma L!

Reprenem la situaci6 anterior. Tenim Y = AX, on A és una matriu de mostrat-
ge MxD amb M < D. Tanmateix, pretenem recuperar X € R deY = AX € RM
utilitzant la informaci6é que X és N-rar o N-compressible. A la secci6 anterior,
hem vist condicions sobre la matriu A que sén necessaries per tal que pugui
existir un descodificador A que permeti obtenir X de AX quan X € Xy d'una
forma estable i robusta. En aquesta seccid, descriurem la situacio pel que fa a la
suficiéncia d’aquestes condicions, és a dir, a la construcci6 de descodificadors
concrets. Recordem que definir un descodificador vol dir simplement definir un
criteri per tal de seleccionar per a cada Y un vector de la varietat lineal B(Y).

Ates que el nostre proposit principal és recuperar vectors rars, el més
natural, alldo que sembla més intuitiu, és triar el més rar dels vectors de B(Y),
és a dir, podem considerar el descodificador Ayg(Y) = Z, on Z és el vector
Z € B(Y) que minimitzi el nombre | Z||p de components no nulles. Si la
matriu A és injectiva sobre els vectors N-rars, és a dir, s(A) > 2N, ja hem vist
que AAX = X, si X € 3y. Ara bé, el problema amb aquest descodificador és
que || Z]lp no és convex i la implementaci6 practica no és factible. De fet, s’ha
demostrat que implementar Ay en un ordinador és NP-hard, és a dir, d'una
gran complexitat de calcul.

Hem vist que la propietat NSP d’ordre 2N, equivalent a I'’equacio6 (2), és
necessaria per a I'existéncia d'un descodificador que compleixi (1). Ara veurem
que també és suficient; vegeu [8]. En efecte, en aquest cas, triem entre tots els
vectors Z tals que AZ =Y aquell per al qual ||Z — Zy|| és minim, és a dir, el
que millor s’aproxima per vectors N-rars.

Com que X — Z esta en el nucli d’A, (2) implica

IX-ZI =ClIX—=Z—-(X~-Z)nl.

En aquest punt, recordem que X,y és la millor aproximacié de X amb 2N coefi-
cients; per tant, hom té, en general, || (U+V)—(U+V)anll < |lU-Ux|I+]IV—=VnI.
Amb aix0, 'expressio anterior és menor o igual que

CUIX = XNl +11Z = ZnID).
Per definicio, ||Z — Zy|| < || X — XN/ i, per tant,

X - Z| < 2CIIX - XNl
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Aixi, hem vist que la propietat NSP d’ordre 2N és equivalent a I'existencia d'un
descodificador A que compleixi (1). Com que Xy és, per definici6, la millor
aproximacio de X amb N coeficients, la propietat NSP d’ordre 2N és equivalent
a la condici6

I X < ClX - Xrll, X €Ker(A), cardinal(I') <N. (5)

Aqui T c {1,2,...,N} i el vector Xt és el que s’obté de X conservant les
components que corresponen a I' i fent zero les altres.

Ara bé, veurem tot seguit que aixo implica que M > C~2D (c.f. [8]). Per al
cas que el cardinal de I sigui 1, (5) significa que per atot j = 1,...,D hom té

D

que implica
X5 =< (C*=1) X x7 = (C* = DUXI? - x3),

i+j
i, per tant,
1
2 4 2
X5 < (1 — C2> 1X11°
Aix0 hauria de ser cert per a tot X en el nucli de A. Sigui ej,...,ep la base
canonica de RP i sigui vy, ..., vp_p una base ortonormal del nucli de A. Sigui

P la projeccio ortogonal sobre el nucli de A. Llavors, per a X = P(ej) obtenim

Plepet? < (1- &),

que és el mateix que
D-M 1
> (ejvi)? < (1 - E)’ j=1,...,D.
i=1

Sumant respecte de j obtenim

D-M 1
D-M= > |vil? sD(l——),
i=1

és adir, M = C~2D.

Aquest és un resultat negatiu, ja que ens indica que M ha de ser de I'ordre
de D ino de N, que és el que esperavem.

Una tercera possibilitat és minimitzar una norma diferent de I'euclidiana:
per exemple, la norma L!. Aquesta norma, en un cert sentit, esta més ben
adaptada a la raresa dels vectors. Genéricament, el vector d'una varietat lineal
que minimitza la norma L! tendeix a ser rar, com es veu a la figura 1.
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A
v

norma L2

NNV

norma L®

FIGURA 1: Els grafics mostren la seleccio, en una varietat lineal (en aquest
cas una recta), del vector que minimitza una certa norma. Equivalent-
ment, mostren com una bola associada a la norma va creixent fins que
toca a la varietat lineal. Observi’s que tan sols per a la norma L! el punt
de contacte és un vector rar (en els eixos de coordenades).
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En conseqiiéncia, sembla raonable fer la recuperaci6 dels vectors rars mini-
mitzant la norma L!. Tornant al nostre problema, definim A(Y) com el vector
Z € B(Y) que minimitzi || Z||,. Es a dir, per recuperar X, estudiem X = AAX = Z
tal que AZ = AX minimitzi || Z]|;. Entre tots els vectors que son coherents amb
les observacions, prenem el que minimitza la norma L'.

Aquest és un problema de programacio lineal que es pot tractar computa-
cionalment d’'una forma molt eficient.

El teorema segiient confirma les expectatives.

TEOREMA 3. Suposem que la matriu A qompleix la propietat RIP d’ordre 2N
amb 8>y < /2 — 1. Aleshores, la solucié X definida anteriorment compleix

o IX - X| < clE=l

o |IX - Xl < CIIX - Xnll.

o IX - Xyl <2CIX - Xyl

A mes, aquesta reconstruccio és robusta: si donat € > 0 posem B(Y) = {Z € RP
amb ||AZ — Y| < €}, la soluciéo X compleix

IX — Xnllh
VN

Aquest teorema, demostrat a [5], és un resultat bastant notable. En desta-
quem els punts segiients:

IX-X| <C + Ce.

1. Si X és N-rar, aleshores X = Xy i tenim reconstrucci6 exacta. Si no, ens
diu que la qualitat de X, mesurada per I'error || X — X]||1, és tan bona com
si coneguéssim d’antuvi les N coordenades més grans de X. I, a més, és
robust.

2. L’algorisme A és independent de N, de les posicions dels coeficients i de
les seves magnituds. Si la matriu A té la propietat RIP d’ordre 2N, tindrem
reconstruccié exacta.

6 | com trobem matrius M X D de mostratge A que tinguin la
propietat RIP d’ordre N?

El teorema anterior és prou satisfactori sempre que siguem capacos de trobar
matrius de mostratge que compleixin la hipotesi. De fet, ens interessa també
que ho compleixin amb M —el nombre de mostres— el més petit possible,
idealment de I'ordre de N. O podem pensar-ho al revés: amb M fixat, ens
interessa que N sigui el més gran possible. Hi ha construccions deterministes
de matrius A que compleixen la hipotesi, perdo amb M massa gran. Com sovint
passa, pero, les construccions aleatories gairebé sempre funcionen.
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Per exemple, hom pot provar que si es prenen les entrades de A inde-
pendents i idénticament distribuides segons una llei continua, es complira
s(A) = m + 1 amb probabilitat 1. El resultat que ens interessa és, pero, el
seguent:

TEOREMA 4. Considerem les matrius aleatories de mida M X D obtingudes d’al-
guna de les maneres segtients:

1. Triant D vectors columna a I'atzar (amb distribucio uniforme) a l'esfera
unitat de RM,

2. Prenent com a entrades de A variables N (0, ﬁ) independents.
3. Prenent com a entrades de A variables independents amb valors i\/% de
probabilitat %

Llavors, si M > CN log %, A compleix la propietat RIP d’ordre 2N amb cons-

tant < /2 — 1, amb una probabilitat = 1 — e~M  on ¢ és una constant que depén
de C.

Aquest resultat no és dificil de provar: és conseqiiéncia dels anomenats
fenomens de concentracio de mesura; vegeu [1]. El que és significatiu en el
resultat és el fet que M > CN log %, és a dir, que M no és pas gaire més gran
que N. Aquesta cota inferior de M és optima en el teorema, perque hom pot
provar que tota matriu M X D que compleixi la propietat RIP d’ordre 2N amb
constant 6 < % ha de satisfer ’'acotacio6 inferior anterior per a M.

En definitiva, hem vist que una estrategia efectiva és agafar matrius de
mostratge aleatories i utilitzar la minimitzaci6 en norma L!.

El cas gaussia té un valor afegit rellevant. Tornem al comencament, quan
la matriu de mostratge era A = ®¥. Teniem f = Y X, i fem un mostratge de f
amb®, Y =®f, Y = y,y,...,yYy). Considerem f* = ¥YX* on X* és el vector
de norma L! minima tal que

<\YX*s¢k>:yk, kzl,...,M.

Si f ésrar en la base ¥ i A compleix les hipotesis del teorema 3, tindrem re-
construccio exacta, f* = f. Ara bé, si ® és gaussiana en el sentit del teorema 4,
A també és gaussiana per a tota ¥ i servira com a matriu aleatoria.

Aixo significa que I'algorisme funcionara per a totes les bases ¥, @, és a dir,
és universal. Dit d’'una altra manera, no necessitem saber en quina base f és
rara, només que ho és en alguna!

7 La coherencia entre dues bases ortonormals

Hi ha altres maneres d’aproximar-se al concepte de bona matriu de mostratge.
Una d’elles esta basada en la nocié de coheréncia entre dues bases. Suposarem
que les funcions ¢y amb les que prenem mostres formen part d'una base
ortonormal. Dit d’'una altra forma, la matriu ®, de mida M x D, és una matriu
obtinguda triant M files d’'una matriu ortonormal I
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DEFINICIO 5. La coheréncia entre dues matrius (bases) ortonormals ¥, I' d’or-
dre D X D és

u(¥,I) = \/BH}?XH(%’,WJ')H, onl'=(y1,...,yp), ¥ = (y1,...,y¥p).

Es tracta, doncs, d'una mesura del grau de correlacio existent entre ambdues
bases, que, per definicio, és un nombre entre 1 i +/D. El coeficient de norma-
litzacio /D esta posat en relacio amb I'exemple segiient, que és I'exemple
principal d'un parell de bases incoherents. Prenem com a ¥ la base de Fourier,
Wik) = D~ 2e2mik/D i com a T la base canonica yj(k) = 6(j — k). Obviament,
u(¥,T') = 11 tenim maxima incoherencia.

El teorema segiient és del mateix esperit que el teorema 3 quan 'apliquem
a una matriu aleatoria. Aqui, A és la matriu aleatoria ®¥, on ® consisteix a
prendre M columnes a I'atzar de T.

TEOREMA 6 ([3]). Suposem que f és N-rar en la base Y. Triem M mesures a
Iatzar entre les correlacions de f respecte de la baseT, (f,y;). Si

M > p?(¥,T)NlogD,

llavors la solucio del problema f* = ¥YX*, on X* és el vector de norma L'
minima tal que
i = {yi, ¥X*),

és exacta amb probabilitat molt propera a 1.

El teorema ens diu que, per aconseguir minimitzar el nombre de mostres i
aconseguir reconstruccio exacta amb probabilitat 1, com més incoherents siguin
les bases, millor. En el cas de I'exemple de Fourier de maxima incoheréncia,
que ens diu aquest teorema? Ens diu que si un senyal de mida D és N-rar en

freqiiéncia,
D-1

ft) = > xje?™tP X esy (6)
j=0

llavors és possible reconstruir f a partir dels seus valors en M = N log D enters
presos a l'atzar entre 1 i D, i gairebé totes les tries van bé. Insistim un cop més
que aixo funciona sense cap coneixement previ de quines sén les N-freqiiéncies
actives ni les seves amplituds. Dualment, si f és N-rar a R”, es pot recuperar f
a partir de NlogD coeficients de Fourier presos a I'atzar, i gairebé totes les
tries van bé. Aquest resultat, demostrat a [4], va precedir el teorema general i
fou un dels primers en la teoria. Es interessant contrastar-lo amb el teorema
determinista segiient: si f és com a (6), és possible reconstruir f exactament
a partir dels seus valors en 1,2,...,2N o0, més generalment, en 2N enters
consecutius qualssevol. Aqui, N log D és substituit per la millor cota 2N, pero
la diferéncia esta en el fet que, en el resultat que acabem d’esmentar, gairebé
totes les tries de M = Nlog D enters funcionen. També és rellevant el fet que,
si hom vol que gairebé totes les M tries d’enters vagin bé, llavors cal que
M > NlogD, és a dir, el resultat és optim.
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D’altra banda, no pot haver-hi un teorema d’aquest estil sense la component
aleatoria, és a dir, de forma que la reconstrucci6 sigui possible per a totes les
tries de M enters. Aixo és perqueé hi ha senyals f, N-rars de mida D, que tenen
D — N coeficients de Fourier tots nuls.

Altres exemples de bases altament incoherents s’obtenen prenent com a ¥
les bases d’ondetes de Daubechies i com a ® les anomenades bases de noiselets;
vegeu [9].
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Models estocastics multiescala
de la dinamica de poblacions celulars:
metodes asimptotics i numerics

PILAR GUERRERO I TOMAS ALARCON

Resum: En aquest article, presentem una nova metodologia que permet formular
i analitzar models estocastics multiescala de la dinamica de poblacions cellulars.
Seguint la idea de models hibrids multiescala existents, creem el nostre model de
forma jerarquica d’acord amb les escales temporals caracteristiques involucrades, on
la dinamica estocastica de la poblacié esta governada per les taxes de naixement i de
mortalitat segons el que prescriuen les corresponents vies intracellulars (per exemple,
el model estocastic del cicle cellular). El mecanisme de retroalimentaci6 es tanca amb
I’'acoblament entre la dinamica de la poblacié i la dinamica intracellular a través de la
concentracio d’oxigen: les cellules consumeixen oxigen, el qual, al seu torn, regula la
taxa amb la qual les céllules evolucionen al llarg del seu cicle cellular. IL’acoblament
entre la dinamica intracellular i la poblacional es duu a terme a través d'un metode
innovador, que permet obtenir la taxa de naixement a partir del model estocastic del
cicle cellular, basat en un enfocament de temps mitja de primer pas. Se suposa que la
proliferacio cellular és activada quan una o més de les proteines involucrades en la via
de regulaci6 del cicle cellular arriba a un valor llindar. Aquest punt de vista permet
calcular la taxa de divisi6 com a funci6 de I’edat de la céllula i I'oxigen extracellular en
termes del temps corresponent de primer pas. Aleshores, podem procedir a formular
la dinamica estocastica de les poblacions cellulars en termes d’'una equacié mestra
estructurada per I'edat. A més a més, també hem desenvolupat generalitzacions de
metodes asimptotics del tipus WKB per a I’equacié mestra estructurada per I’edat, aixi
com un metode de salt T per simular ’evoluci6 de la poblacié estructurada per ’edat.
Finalment, illustrem aquesta metodologia general amb un exemple d'una poblaci6
cellular, on la progressio en el cicle cellular esta regulada per la disponibilitat d’oxigen.

Paraules clau: modelitzacié multiescala, modelitzacié estocastica, cancer, cicle cel-
lular.
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1 Introduccio

En els darrers anys, la modelitzacié multiescala de sistemes biologics ha es-
devingut un camp de recerca molt actiu, i ha fet contribucions significatives
en diverses arees, que van des de la cardiologia [25, 31, 36, 51] fins a la
biologia del desenvolupament [26, 40, 49, 50, 62] i el creixement tumoral
[2, 11, 14, 15, 27, 33, 34, 41, 42, 43, 44, 45, 47, 48, 55, 56, 57].

L'interés que mou l'increment d’esforc dedicat al desenvolupament de mo-
dels i técniques multiescala esta motivat per la constatacio que el metode de la
bala magica [54] per al tractament de malalties complexes, i, més precisament,
en el cas del cancer, pot ser que no sigui tan efectiu com inicialment s’havia
pensat. Pel que fa al tractament del cancer, aquest concepte va ser presentat per
Paul Ehrlich [54] i consisteix en una terapia dirigida que actua especificament
en cellules cancerigenes, i que deixa sense danyar les céllules normals. Amb
I'arribada de la recerca genomica, s’esperava que aquest metode fos impulsat
considerablement. De fet, durant més de trenta anys, la recerca en oncologia
ha estat dominada per una aproximaci6 genocentrica, on les terapies dirigides,
és a dir, medicaments desenvolupats amb I'objectiu d’interferir amb productes
especifics de gens cancerigens, han estat el centre i ’objectiu fonamental de la
biologia del cancer [39]. Els avenc¢os en genomica i altres omiques (protedmica,
epigenomica, etc.) han promogut encara més aquest enfocament. No obstant
aixo, I'éexit d’aquesta aproximacio en termes de desenvolupament de nous
medicaments eficients per al cancer s’ha quedat lluny de les expectatives [39].

Hi ha diverses raons per les quals el metode de la bala magica ha tingut un
exit limitat. El comportament i les caracteristiques globals de les cellules en
resposta als estimuls, és a dir, el fenotip, emergeixen a partir d'una complexa
xarxa d’interaccions entre els gens i els seus productes, la qual, finalment,
acaba regulant 'expressio dels gens (vegeu, per exemple, el treball recent de
Lignet et al. pel que fa a la xarxa de senyalitzacié6 VEGF [32]). Aquestes xarxes
de regulaci6 dels gens constitueixen una dinamica no lineal, de dimensié molt
gran, I'estructura de les quals ha anat prenent forma per I’evolucié deguda a
la selecci6 natural i, per tant, posseeixen propietats com ara robustesa (és a
dir, resisténcia del fenotip en contra d’alteracions genétiques) i canalitzacio
(és a dir, I’habilitat dels fenotips d’'incrementar la seva robustesa a mesura
que el temps avanca). Aquestes propietats son explotades pels tumors per tal
d’incrementar el seu potencial de proliferacio i per resistir a les terapies [29]. A
part de les complexes interaccions no lineals entre cellules, existeixen intrica-
des interaccions entre diferents components dels sistemes biologics a tots els
nivells: des de complexes vies de senyalitzaci6 i xarxes de regulacié géniques
fins a complexos efectes no locals, on les pertorbacions a tot el teixit indueixen
canvis a nivell dels camins intracellulars de les céllules [2, 14, 34, 41, 44, 48].
Aquests i altres factors porten cap a una complicada dinamica en teixits biolo-
gics. En particular, a causa de totes les capes de complexitat que hi intervenen,
és molt dificil d’avaluar el principal dogma del métode de la bala magica, és a
dir, saber si un agent terapeutic sera efectiu en contra del tumor i inofensiu
per al teixit sa que hi ha al voltant.
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Per tal d’abordar i respondre a aquestes qiiestions, s’ha intensificat la recerca
en el desenvolupament i I’analisi de models multiescala. Aquests models sén
capacos d’'incorporar en un sol model diferents submodels corresponents a
diversos nivells d’organitzacio biologica (intracellular, interaccié entre cel-
lules, nivell del teixit complet, etc.), els quals, normalment, estan caracteritzats
per diferents escales temporals i de longitud, aixi com I’acoblament entre
aquests submodels, de forma que el comportament global de tot el teixit pot
ser analitzat com una propietat emergent dels elements acoblats [11, 14, 33,
41, 47, 56].

Els models multiescala poden ser formulats de diverses maneres. Una
d’aquestes metodologies és I'anomenada modelitzacio hibrida (2, 28, 34, 41, 47,
48]. Els models multiescala hibrids estan formats per diferents submodels per
a diferents nivells d’organitzaci6é biologica (processos intracellulars, interaccio
entre cellules, secreci6 i transport de senyals, etc.), i cada un és modelat
en termes de descripcions matematiques diferents (equacions diferencials
ordinaries, EDO; automats cellulars; equacions en derivades parcials, EDP; etc.).
Els models hibrids estan caracteritzats normalment per 1'is de models basats en
els individus per descriure la dinamica de, com a minim, un dels compartiments
cellulars considerats al model [42, 43]. Altres fases (per exemple, poblacions
cellulars no modelades com a individus i fases fluides com la sang o el fluid
intersticial) son modelades mitjancant EDP com a fases continues [28, 34]. Els
models basats en els individus s6n complementats normalment amb models per
al comportament de céllules en resposta a senyals com la manca de nutrients o
amolecules de senyalitzacio [2]. La concentracio de nutrients o de molécules de
senyalitzacio és modelada normalment com un camp continu mitjancant EDP
del tipus reaccio-difusié. Els models hibrids han estat proposats per estudiar
diferents aspectes del creixement tumoral, com ara la resposta a la terapia
[2, 48], 'angiogenesi induida pel tumor [34, 42, 43] i la dinamica evolutiva del
creixement tumoral [47].

Una altra forma possible d’estudiar la modelitzacié multiescala és usant els
models de fases multiples [10, 33, 45, 57]. En aquests models, cada tipus cel-
lular és modelat com una fase diferent. Els models de fluids de fases multiples
han estat utilitzats per analitzar aspectes diferents del creixement tumoral, on
cada tipus de cellula correspon a un fluid diferent [10, 33, 45]. Els models de
camp de fase s’han utilitzat recentment per modelar ’angiogénesi induida per
un tumor [57].

Malgrat el considerable esforc fet en el camp dels models multiescala per
al creixement tumoral, hi ha aspectes diversos de la dinamica dels teixits
biologics que, en aquest context de modelitzacid, encara son poc coneguts. Un
d’ells és I'efecte del soroll. Els efectes aleatoris han estat inclosos en diversos
models multiescala o bé hibrids. Per exemple, els models d’angiogenesi induida
tumoralment de McDougall et al. [37, 38, 53], basats en un estudi previ sobre un
model hibrid continu-discret d’Anderson i Chaplain [5], o els models multiescala
per a I'angiogenesi formulats a [42, 43] tenen un element estocastic que, en
aquest cas, correspon a considerar que la formaci6 de vasos és representada en
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termes d'un model esbiaixat de passeig aleatori per al moviment de les cellules
endotelials més externes. Malgrat tot, una metodologia general que ens permeti
incorporar i analitzar especificament els efectes del soroll a diferents escales
encara no existeix. Com a primer pas per omplir aquest forat, proposem en
aquest treball una metodologia per formular models estocastics multiescala
de la dinamica de les poblacions cellulars, aixi com el desenvolupament de
metodes numerics i asimptotics per a la seva analisi.

En aquest article, ens proposem formular models estocastics multiescala de
la dinamica de poblacions cellulars, els quals tinguin en consideracio6 fluctua-
cions a dos nivells: tant a nivell de vies de senyalitzacio intracellulars, a causa
del baix nombre de proteines, com a nivell de poblaci6é cellular, com a conse-
qiencia de tenir una poblaci6é de mida finita. D’ara endavant, ens referirem a
aquestes dues fonts de soroll com a soroll molecular i soroll cellular, respecti-
vament. L’objectiu d’aquesta publicaci6 és abordar el problema del soroll en
sistemes multiescala d'una forma sistematica. Amb aquesta finalitat, creem
un context de treball que ens permet formular i analitzar models estocastics
multiescala.

Pel que fa a la creaci6 del nostre model, farem la mateixa suposici6é basica
que es va fer a [2], és a dir, dividirem el problema en les tres capes que consi-
derem, que identifiquem amb processos caracteritzats per escales temporals
extensament diverses (vegeu la figura 1 per a una representacié esquematica del
nostre model i les escales temporals caracteristiques involucrades). Considerem
un model on acoblem la dinamica de la concentracié de nutrient disponible (per
exemple, oxigen), determinada per la seva taxa de subministrament i consum
per part de les cellules; una capa intracellular, on considerem un model que
descriu la manera com la concentracio d’oxigen regula la taxa de progressio
al llarg del cicle cellular [1, 7] i, per tant, també la taxa de divisio, i, finalment,
una capa cellular, on considerem la dinamica estocastica de les poblacions
de cellules. Les capes intracellular i cellular estan acoblades mitjancant un
model per a la taxa de divisié que depén de I'oxigen, formulat en termes d'un
problema de temps mitja de primer pas.

L’article esta organitzat com s’explica tot seguit. A la secci6 2, descrivim la
formulaci6 del model. Hi discutim el model estocastic per a la progressio del
cicle cellular regulat per I'oxigen, i plantegem la formulacié d’'un model per a la
taxa de divisi6 que depén de 'oxigen i ’edat com un problema de temps mitja
de primer pas associat a la dinamica estocastica del cicle cellular. Després
procedim a formular un procés estocastic de naixement-mort que depén de
I’edat per a la dinamica de les poblacions cellulars. A la secci6 3, presentem
un metode asimptotic WKB (Wentzel-Kramers-Brillouin) per trobar solucions
aproximades per a ’equacié mestra (EM) corresponent que depén de I’edat.
La secci6 4 esta dedicada a la formulacié d’'un métode de salt T que depén
de I’edat que ens permet fer simulacions del model estocastic multiescala.
Finalment, a la secci6 5, s’hi discuteixen els nostres resultats, les limitacions
d’aquest enfocament i les direccions per a una recerca futura.
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FIGURA 1: Representacio esquematica del model multiescala: ’oxigen
modula la progressié de les céllules al llarg del cicle cellular o, equi-
valentment, la seva taxa de divisi6. La taxa de divisi6 que depén de
I'oxigen és modelada en termes d'un problema de temps mitja de primer
pas i, després, és usada a I'’equacié mestra que determina la dinamica
estocastica de la poblacio cellular. Les cellules consumeixen oxigen i,
en conseqiiencia, la seva dinamica regula la concentracié d’oxigen, de
manera que tanca el mecanisme de retroalimentaci6. També mostrem
les escales temporals caracteristiques corresponents: desenes de mil-
lisegons per a I'oxigen, minuts o hores per als processos intracellulars i
dies per a les cellules.

2 Formulacio del model

2.1 Estructura general del model estocastic multiescala

Abans de passar a fer una discussio detallada dels diferents elements invo-
lucrats en la formulaci6é del model estocastic multiescala, procedim a una
descripcio detallada de 'estructura general del model, la qual esta altament
relacionada amb la del model proposat a [2].

El model que presentem en aquest article integra fendomens caracteritzats
per escales temporals diferents, com es pot veure esquematicament a la figura 1,
on s’inclouen el lliurament de I'oxigen a la poblaci6 cellular i el consum d’aquest
per part de les cellules, la dinamica de la poblacié cellular sota la restriccio
d’un subministrament d’oxigen a una taxa finita i la proliferacio i ’apoptosi
de la divisi6 cellular. La seva estructura és, per tant, forca complexa i, per
aquesta ra0, abans de presentar els submodels involucrats en la descripci6 de
cada un d’aquests processos, explicarem l'estructura global del context de la
modelitzacio.
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El punt de vista que nosaltres utilitzem és una generalitzacid natural del
procés de Markov estandard de naixement-mort a temps continu i la seva
descripci6 via una equacié mestra [17]. Com veurem, el caracter multiescala
del sistema, és a dir, la inclusi6 de l'estructura fisiologica associada a les
variables del cicle cellular, introdueix una estructura d’edat a la poblacio: la
taxa de divisi6 depen de I'’edat de la cellula (i. e., el temps que ha transcorregut
des de l'iltima divisi6), que determina, a través del model de cicle cellular
corresponent, I’estatus dins del cicle cellular de les cellules respectives.

Pel que fa a les particularitats de cada submodel involucrat, el model per
al lliurament d’oxigen és una equaci6 diferencial estocastica, on 'oxigen és
proporcionat a una taxa constant F i consumit per part de les cellules (vegeu
la figura 1). El caracter estocastic de I’equacié que governa l'evoluci6 de la
concentraci6o d’oxigen sorgeix del fet que el nombre de céllules a un temps
determinat és una variable estocastica.

El segon submodel (és a dir, el model intracellular) considerat en el nostre
context multiescala és un model estocastic per a la progressio6 a través del cicle
cellular regulada per 'oxigen (vegeu la figura 1). Aquest submodel és formulat
usant les técniques estandard de modelitzacié de cinética quimica [20], de
forma que el limit de camp mitja del model estocastic correspon al model
determinista per al cicle cellular formulat a [1]. Aquest model proporciona
I’estatus del cicle cellular, és a dir, el nombre de molécules de cada proteina
involucrades en el model, d’on nosaltres podem deduir si la transicio G;/S
ha tingut lloc per a una cellula d'una determinada edat a. L’estatus del cicle
cellular d’'una céllula d’edat a esta determinat en termes de si I’abundancia de
certes proteines que activen el cicle cellular (ciclines) ha arribat a un cert valor
llindar. En el nostre cas concret, si a una edat a els nivells de ciclines estan per
sota del valor llindar corresponent, la céllula encara esta a G;. Si, en canvi, el
valor llindar ja s’ha assolit, aleshores la céllula ha passat a S i, per tant, esta
preparada per dividir-se. Aixo implica que la probabilitat que una céllula hagi
creuat el nivell llindar de ciclines a una edat a pot ser formulada en termes
d’un problema de temps mitja de primer pas (MFTP), en el qual hom analitza la
probabilitat d'un procés Markov d’arribar a una certa frontera [17]. La taxa a la
qual el nostre model per al cicle cellular arriba al valor llindar d’activacio de la
ciclina, dit d'una altra forma, la taxa a la qual les céllules passen a través del
punt de restricci6é del cicle cellular, es pren de forma que sigui proporcional
a la taxa de divisi6. La taxa de divisio és funcié de I'edat de la céllula, aixi
com de la concentracié d’oxigen, ja que I’abundancia d’oxigen regula la taxa de
progressio al llarg del cicle cellular.

El tercer i tlltim submodel (és a dir, el model cellular) correspon a la dinami-
ca de les poblacions cellulars i esta governat per ’equacié mestra per a la funci6
de densitat de probabilitat del nombre de cellules [17]. El procés estocastic que
descriu la dinamica de les poblacions cellulars és un procés naixement-mort
que depeén de I’edat, on la taxa de naixement depeén de I'’edat i és determinada
pel model intracellular. La taxa de mort és, per simplicitat, considerada cons-
tant. Com a conseqiiéncia del fet que la taxa de naixement depengui de 1'edat,
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la nostra equacié mestra multiescala no té la forma estandard per a poblacions
no estructurades. Es, en canvi, una equacié mestra que depén de I'edat.

La descripci6 detallada dels processos involucrats en cada un dels submo-
dels que han estat resumits en les linies anteriors és ’'objecte d’estudi de la
part restant de la seccio6 2.

2.2 Escala intracellular: model estocastic per a la progressio del cicle
ceHular que depén de I'oxigen

2.2.1 Informacié prévia sobre la modelitzacio del cicle ceHular. El cicle
cellular és la seqiiéncia d’esdeveniments mitjancant els quals una céllula que
esta creixent duplica tots els seus components i es divideix en dues cellules
filles, cada una de les quals, al seu torn, té la maquinaria i la informacié sufi-
cients per poder repetir el procés [4]. El cicle cellular esta dividit, normalment,
en quatre fases: G1, S, G» i la mitosi M. Durant la fase G; (G = fase buida), la
cellula no es divideix i els cromosomes no es repliquen. La replicacié de ’ADN
nuclear ocorre durant la fase S, mentre que la mitosi es completa al final de
la fase M. L’interval entre la replicacié de I’ADN i la divisi6é s’anomena fase G».
Les fases buides G; i G» donen a la cellula temps addicional per créixer. La
cellula també passa per dues transicions irreversibles. La primera d’aquestes
transicions ocorre al final de G, i s’anomena Inici. Durant la fase Gq, la céllula
controla el seu entorn i la seva mida. Quan les condicions externes i la mida de
la cellula sén les adients, la céllula es dedica a sintetitzar ADN i a la seva divisio.
Aquesta transicio és irreversible: un cop la céllula entra a la fase S i la replicaci6
de ’'ADN comenca, la divisié s’ha d’acabar. La segona transicio, Acabament,
ocorre quan la replicacié de I’ADN ja s’ha completat. Un cop la céllula ha
comprovat que I’alineacié de 'ADN i les cromatides ha ocorregut, la transicio
Acabament és activada i la céllula, finalment, es divideix en dues cellules filles.
Un cinque estat, 'anomenat estat Go, és definit per referir-se a les céllules
que han abandonat la progressié normal del cicle cellular i han esdevingut
quiescents. En aquest estat, la majoria (tot i que no totes) de les funcions
cellulars estan suspeses, d’entre les quals la més notable és la proliferacio.
Els esdeveniments del cicle cellular sén controlats per una xarxa de senyals
moleculars que tenen per components centrals les proteines-cinases que de-
penen de ciclines (CDK). A 'estat G, I'activitat de les CDK és baixa, ja que les
seves parelles obligades, les ciclines, no hi sén. Aixo es deu al fet que la sintesi
per part de ’ARNm de les ciclines és inhibida i la proteina ciclina es degrada
rapidament. A I'Inici, s’indueix la sintesi de ciclines i s’inhibeix la degradaci6
de ciclines, la qual cosa causa un increment increible en I'activitat de les CDK,
que es manté durant S, G, i M. L’activitat alta de les CDK és necessaria per a
la replicaci6 de ’'ADN, la condensacié dels cromosomes i la formacio6 del fus.
A I’Acabament, un grup de proteines que formaran el complex promotor de
I’anafase (APC) és activat [63]. L’APC enganxa una «etiqueta de construccio»
a unes proteines diana especifiques, que a continuacié sén degradades per la
maquinaria de proteolisi de la céllula. L’APC esta format per un nucli complex
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constituit per una dotzena de polipéptids aproximadament i dues proteines
auxiliars, Cdc20 i Cdhl, que sembla que tenen el paper (quan estan actives)
de reconéixer unes proteines diana especifiques i presentar-les al complex del
nucli perque les etiquetin [61, 63]. L’activaci6 de la Cdc20 a I’Acabament és
necessaria per a la degradacié de cohesines a ’anafase i per a I'activacio de
la Cdhl. De forma conjunta, Cdc20 i Cdhl etiqueten ciclines per degradar
a la telofase, la qual cosa permet al sistema de control retornar a G;. Cal que
distingim aquestes dues proteines auxiliars, ja que la Cdc20 i la Cdhl s6n
controlades de forma diferent per la ciclina-CDK, la qual activa la Cdc20 i
inhibeix la Cdhl.

A [58], Tyson i Novak descriuen un model per a les transicions irreversibles
Inicii Acabament, les quals regulen la progressio del cicle cellular. El model que
presentem suposa que aquestes transicions ocorren per mitja de bifurcacions
del sistema regulador, la qual cosa porta a la creaci6 i destruccié d’estats
estacionaris estables del sistema regulador molecular del procés de divisio
cellular.

La dinamica del cicle cellular pot estar afectada per condicions ambientals,
en particular, pel nivell d'oxigen extracellular: és ben sabut que concentracions
d’oxigen baixes (hipoxia) alteren la progressio del cicle de divisio cellular [18]
i de la transici6 G;/S, en particular. A la referencia [1], se suposava que la
resposta d’aquesta transicio a la hipoxia era mediada per la proteina p27, un
element de la xarxa CDK, la producci6 de la qual augmenta sota condicions
d’hipoxia [16, 18], encara que estudis recents posen alguns dubtes sobre el rol
de la p27 com a mediadora dels efectes d’hipoxia en la progressio del cicle
cellular [9, 23]. En el nostre model, suposem que la p27 intervé en I'aturada de
la transicié G;/S induida per la hipoxia, de manera que inhibeix la formaci6
del complex ciclina-CDK i, per tant, inhibeix la sintesi de 'ADN.

A [1] es proposa una modificacié6 del model de Tyson i Novak [58], en la
qual es consideren els efectes de la hipoxia en el cicle cellular a través dels
nivells de la proteina p27. La p27 inhibeix la formacié del complex ciclina-CDK.
A més, els nivells de p27 s’incrementen en preséncia d’hipoxia. Aixi, el conjunt
d’equacions diferencials ordinaries (EDO) introduit a [1] per modelar I'’efecte
de la hipoxia a la fase de transici6 Inici és el segilient:

dx (1+bsu)(1l-x) 3 bymxy

dt J3+1-x Jat+x’
dy

it =aq— (a1 +axx +asz)y,
(1)

ar my )’

T R
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on x i v soén les concentracions de Cdhl/APC actives i la concentraci6 dels
complexos ciclina-CDK, respectivament; z és la concentraci6 de p27; O», la con-
centracio d’oxigen; u, un activador generic; n, la taxa de creixement de la
cellula; m, la massa de la céllula, i m, és la massa d’'una céllula adulta. Els a;
(i=1,2,3,4), c; (i =1,2), b; (i = 3,4) sOn taxes constants, i J3 i J4 son les
constants de Michaelis-Menten. Tyson i Novak [58] trien una escala per a les
seves equacions tal que la concentraci6 total de Cdhl (activa i inactiva) esta
normalitzada a 1 i les constants de Michaelis-Menten, J3 i J4, s6n tals que
J3 < 11i]J4 < 1. Totique en el model proposat a [1] es considera que la ciclina
involucrada en la transiciéo G1/S és CycB i se suposa que el seu inhibidor és
APC/Cdhl, estudis recents suggereixen que, en canvi, una representacio meés
acurada de la situaci6 portaria a considerar CycE i el seu inhibidor SCF [59].
De fet, en els mamifers, la ciclina D esta involucrada en la regulaci6 de la
dinamica lenta de la fase G; (inhibida per p27), mentre que la ciclina E regula
la dinamica rapida (vegeu la referencia [52] per a una descripcié detallada).
Una descripcié molt acurada de la regulacié de la transicié G1/S en céllules de
mamifers hauria de tenir en compte la preséncia d’aquestes dues ciclines, en
lloc de considerar els seus efectes grosso modo en un sol compost.

2.2.2 Formulacié estocastica. Ara procedim a formular un model estocastic
per a la progressio del cicle cellular regulada per ’oxigen com un procés de
Markov en termes d'una equacié mestra. El model resultant sera analitzat
utilitzant el metode asimptotic WKB per a sistemes de mida gran [3, 30, 35].
Aquest (sub)model expressa la taxa de proliferacioé de les cellules com a funci6
de l'oxigen extracellular. Aquesta informaci6 sera usada després a I’escala
cellular del model poblacional com a parametre, és a dir, utilitzarem la taxa de
divisio que depen de I'oxigen i de I'’edat dins de '’equaci6é mestra que descriu la
dinamica de la fase cellular.

El model que nosaltres proposem aqui esta basat en els mateixos principis
basics [58] que el que es va formular a [1]. Tyson i Novak [58] van proposar
un model per a la transicié G,1/S, en el qual I'element central del model és
la inhibici6 mutua entre la forma activa de Cdhl/APC, un inhibidor de la
progressio del cicle cellular, i CycB-CDK, I'activitat del qual és necessaria per
tal que el cicle cellular pugui sotmetre’s a la transici6 abans mencionada.
Aquesta inhibici6 mutua dona lloc a un sistema biestable amb dos estats
estacionaris estables: el punt fix anomenat G1, on 'activitat de Cdh1 és propera
al seu maxim i 'activitat de CycB és virtualment inexistent, i el punt fix S-G»>-M,
on passa el contrari. A més a més, Tyson i Novak [58] suposen que la inhibici6
de Cdhl per part de CycB esta modulada per la mida cellular: la inhibici6 és
inicialment pobra, quan les céllules s’han acabat de dividir i encara no han
arribat a la mida critica necessaria per a entrar a la fase S, pero augmenta a
mesura que les cellules creixen i s’apropen a la mida critica. Matematicament,
aquestes regulacions segons la mida cellular indueixen una bifurcacio6 sella-
node, on el punt fix G; es destrueix quan la mida cellular (massa) arriba a un
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valor critic, la qual cosa forca el sistema a incrementar I’activitat de CycBi a
entrar a la fase S. A [1] es va proposar una modificacié d’aquest model simple,
segon la qual un inhibidor addicional de I’activitat de les ciclines, p27, va ser
introduit. Se sap que I'activitat de p27 augmenta quan falta oxigen (hipoxia), la
qual cosa retarda I'inici de la transicié G1/S. Aquest model ens permet acoblar
la taxa de progressio del cicle cellular amb I'abundancia d’oxigen i, per tant,
analitzar els efectes de les fluctuacions en I'aportacié d’oxigen en el creixement
tumoral [2].

d, d,
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FIGURA 2: Representacidé esquematica de les reaccions involucrades
en el model estocastic de la progressio del cicle cellular regulada per
I'oxigen. M és la massa de la cellula, X (X;) és el nombre de molecu-
les Cdh1 actives (inactives), E; (E2) és el nombre d’enzims activadors de
Cdh1 (inactivadors), C; (C2) és el nombre de complexos X1 E; (XE>), Y és
el nombre de complexos ciclina-CDK i Z és el nombre de moléecules p27.
Les reaccions (a) i (b) corresponen a I’activacio i inactivacio catalitzada
per enzims de Cdhl, respectivament. Es fa notar que la reaccié d’inacti-
vacio6 és incentivada per CycB (Y) i modulada per la mida cellular (M).
Les reaccions (c) i (d) determinen la dinamica del nombre de molécules
actives CycBip27. CycB és sintetitzada a una taxa constant i degradada a
una taxa que depen de la Cdhl activa, aixi com de la p27. p27 és sintetit-
zada a una taxa que depen de la mida i degradada a una taxa que depen
de 'oxigen. D’acord amb [1], g(M) =1 - M/m, i f(O2) = O2/(B + O>).
Les taxes constants es poden veure a la taula 2.

Les reaccions involucrades en el nostre model estocastic de la progressio
del cicle cellular regulada per 1'oxigen es poden veure esquematicament a la
figura 2: M denota la massa de la cellula; X (X;) és el nombre de molecules
Cdh1 actives (inactives); E;1 (E2), el nombre d’enzims activadors (inactivadors)
de Cdhl, i C; (Cp), el nombre de complexos X E; (XE>). Amés, Y i Z es
refereixen al nombre de complexos ciclina-CDK i al nombre de molécules p27,
respectivament.

Les reaccions de la figura 2 (a) i (b) corresponen a les reaccions catalitzades
per enzims d’activacio i inactivacié de Cdhl, respectivament. Fem notar que,
com a [58], la inactivacié de Cdhl és incentivada per CycB activa (Y) i esta
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modulada pel creixement cellular (M). La reaccié de la figura 2 (c) explica la
dinamica del nombre de molécules actives CycB, Y: CycB és sintetitzada a una
taxa constant i és degradada a una taxa que depen tant de 'activa Cdh1 (X) (la
qual cosa tanca, per tant, el mecanisme de retroalimentacié negatiu d’inhibicio
mutua entre Cdhl i CycB) com del nombre de molécules p27 (Z), la qual cosa
implementa en el model el rol de p27 com a inhibidor de I'activitat de les
ciclines. Finalment, la reacci6 de la figura 2 (d) determina la dinamica del
nombre de molécules p27, Z: p27 és sintetitzada a una taxa que depén de la
mida cellular i degradada a una taxa que depén de I'oxigen, de forma que, quan
I'oxigen és escas, la degradacio de p27 es redueix. Aquest efecte porta a una
acumulaci6 de p27 que retarda la progressio del cicle cellular, la qual cosa
incrementa la inhibicié de I’activitat de les ciclines. El lector pot consultar a [1]
tots els detalls sobre el raonament biologic d’aquest model.

El model estocastic s’especifica, per tant, en termes del vector d’estat, X(a):
X(a) = (M(a), Z(a), X1 (a), E1 (@), C1(a), X (@), E2(a), C2(a), Y (@),

on a representa l'edat, que es pren com el temps que ha passat des de la
darrera divisio cellular. La dinamica del model es descriu mltjan(;ant la densitat
de probabilitat que el sistema estigui a I’estat X aledat a, ‘I’(X a), la dinamica
de la qual esta determinada per I'equaci6é mestra (EM):

oY (X,a)

= S WiX -1, )Y (X - ri,a) - WX, @) ¥ (X, a)), (2.1)

on Wi(?( ,a) son les taxes de transicié corresponents a cada una de les reaccions
elementals involucrades en el model mostrades a la figura 2, i 7; és un vector
que té per entrades I'increment en el nombre de molécules de cada espécie
molecular quan la reacci6 i ocorre, és a dir,

P(X(a+Aa) =x(a) +7 | x(a) =W:(X,a)Aa.

Les taxes de transicio corresponents a les reaccions enzimatiques de la
figura 2 es poden veure a la taula 1. Per modelar la cinéetica de les reaccions
quimiques de la figura 2, hem utilitzat la llei d’accié de la massa (LMA) [20],
incloses les reaccions enzimatiques, tal com s’indica a la figura 2 (a) i (b).
Hem triat la cinética LMA per modelar aquestes reaccions en lloc d'utilit-
zar la cinética Michaelis-Menten per raons técniques, que estan relaciona-
des amb I'analisi asimptotica de ’equacio6 (2.1) que fem a la secci6 segiient:
el métode asimptotic WKB demana que les taxes de transici6 W; satisfa-
cin certes lleis d’escalament (vegeu I'’equaci6 (2.3) més endavant). Aquesta
relaci6 d’escalament no se satisfa amb les taxes Michaelis-Menten, i hem,
per tant, de recorrer a la cinetica LMA. No obstant aixo, aquest fet també
implica que cal anar amb molta cautela quan es parametritzi el model, ja
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que els valors dels parametres donats a [58], on es va utilitzar la cinéti-
ca Michaelis-Menten per a modelar I’activaci6 i inactivacié de Cdhl catalit-
zada per enzims, no séon directament aplicables al nostre model. A I'apén-
dix A, tractem aquest problema i trobem la relaci6 entre els parametres usats
a [58] i els nostres.

Probabilitat de la reacci6 p.u.t. 7,

Wy = 5l M= (-1,0,0,0,0,0,0,0,0)
Wy = nM (1,0,0,0,0,0,0,0,0)
W3 =c2,Q (0,1,0,0,0,0,0,0,0)
Wi = Cope + Coy 5o Z (0,-1,0,0,0,0,0,0,0)
Ws = 4XE (0,0,-1,-1,1,0,0,0,0)
We=d_1C1 (0,0,1,1,-1,0,0,0,0)
W; = 2YMC, (0,0,1,0,0,0,1,-1,0)
Ws = d»Cy (0,0,0,1,-1,1,0,0,0)
Wy = B XYME; (0,0,0,0,0,-1,-1,1,0)
Wio = S YMCo (0,0,0,0,0,1,1,-1,0)
Wi = asQ (0,0,0,0,0,0,0,0,1)
Wiz = (a1 + X+ %2)Y (0,0,0,0,0,0,0,0,-1)

TAULA 1: Probabilitat de la reacci6 per unitat de temps, W; = W(?f ,ria),
amb 7 ; = (Vim, ¥iz, Vixys Viey» Vieys Vixs Viegs Vieos Viy )y 1= 1,00, 12,

2.2.3 Analisi del model: aproximacié WKB. La metodologia que usem per
analitzar el nostre model esta basada en ’aproximacié WKB i va ser proposada
per primera vegada per Kubo et al. [30], els quals proven que, sota la hipotesi
adequada d’escalament, la solucié que depén del temps de I'EM, equacio (2.1),
pot ser aproximada per una funci6é del mateix tipus que l_z:} de la solucio6 a I'equi-

libri, és a dir, I'’exponencial d'una funcié homogénia de X, que anomenarem S,
¥(X,a) = Cexp(—=S(X,a)) = Cexp(—-Qs(X,a)), (2.2)

on Q és alguna mesura de la mida del sistema i X = X /Q; vegeu [6]. També
mostren que les taxes de transicio W (X, 7, a) han de ser funcions homogenies
de X per tal d’obtenir una solucié de I'EM del tipus de '’equaci6 (2.2),

Wi(X,a) = Qw;(¥,a), X = (2.3)

o>l

En conseqiiéncia, la probabilitat que passi una determinada reaccié en un
interval de temps infinitesimal és proporcional a la mida del sistema, Q, i
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esta determinada només per I'estat del sistema, representat pel conjunt de les
variables intensives x. La definicio

W(X,a) = Q¥Y(X,a),
juntament amb I'’equaci6 (2.3), ens permet escriure I'EM (2.1) en la forma WKB:

10y (X,a)

s _ Z(e_(m/m-(a/ax)) - Dwi(X,a)p(x,a),

1

on hem usat que e~ (9/9%) ¢g e] generador de les translacions en ’espai d’estats
del sistema.
Per continuar, considerem la funcié caracteristica de y/(x, a),

Qu,a) = f w(X,a)e X dx, (2.4)

i la seva funci6 generatriu de cumulants associada, g(u,a) = log(Q (u,a)) [3,
30]. Els cumulants g, (a) de @ (X, a) poden ser obtinguts a partir del desenvo-
lupament:

au,a) = > Ut an(@),
n=1
on u™ representa el producte n-adic definit per (u™");, j,...i, = [1iq uj, i el
punt volat denota la contracci6 total sobre tots els indexs n. Es pot veure a [3]
que de I'equacio (2.4) es dedueix:

10Qu,t) 1
Q at  (2m)d

Z(,ju.yi_l)f wiv,a)Qu—v,t)dv,  (2.5)

on w;(v,a) és la transformada de Fourier de w;(X,a) i d és el nombre d’espeé-
cies quimiques en el nostre model de cicle cellular. Kubo et al. a [30] mostren
que I'equacio (2.5) és el punt d’inici per a un desenvolupament asimptotic del
tipus WKB, on s’obté una jerarquia tancada d’equacions diferencials ordinaries
per als cumulants (g, (a)) del procés.

Kubo et al. [30] proven que, per a n arbitraria, els cuamulants de la distribucio
de probabilitat (e. g., (q1)i = {(xi); (q2)ij = {xix;) — {x;){xj)...) satisfan la
relacio d’escalament segiient: g, (a) = €" 'qui(a) + €"qn2(a) + O(e™*1), on
€ = Q1. Aquest escalament, al seu torn, dona lloc a un desenvolupament
asimptotic consistent que porta a un sistema d’equacions diferencials ordina-
ries per als cumulants g, (a) en termes de tots els cumulants d’ordre inferior,
ai(a),...,qan-1(a).

L’escalament mencionat per als cumulants d’ordre n implica que es pot ob-
tenir una aproximacio gaussiana del procés tal que X (£) = QN (q11, Q" 2q01),
on q11(a) és I'aproximacié d’ordre més baix per al primer cumulant (és a dir,
el primer moment, q;), que satisfa les equacions de camp mitja [3, 30]:

dn = > riwi(qun(a),a), (2.6)
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i go1(a) és I'aproximacié d’ordre més baix per al segon cumulant (és a dir,
la matriu de covariancia, g»(a)), els components del qual satisfan el conjunt
d’EDO:

. aCj(Glu,a) oci(qi1,a) )
ii = i + il + ivi , y 2.7
Q J(a) Ek (Q k ddiik o1k Qk;j ; v ’JW(QH r,a), (2.7)

on Q;j = (q21)ij. Per a més detalls sobre el métode WKB, inclosa I'obtencio
detallada de I'equacio (2.6), vegeu [3, 30].

Usem les equacions (2.6) i (2.7) per formular els sistemes d’EDO per a les
contribucions d’ordre dominant per al primer i el segon cumulants (i. e., el
primer i el segon moment, respectivament). Substituint els valors corresponents
de w(X,r,a)ir delataula 1 a 'equacio6 (2.6), on q11 = (X) = X és el vector
mitjana, obtenim I’equaci6 segiient per a cada element del vector mitjana, on,
fent un abus de notacié, posem x; = x;:

am _ m(l_ﬂ)
da " my /)’

dZ:CZI (1_ﬂ>_c &Zl
* 2

da m 2B+ 0
Xm .
da dixi1ey +d_1cy +daymes,
a1 _ _dixier + (doy + do)en, (2.8)
da
dc
d—l =dix1e1 — (d-1 +d2)ca,

a
ax _ —dsxymer + d_3ymcy + dpcy,
da
dez
—= = —dsxymez + (d_3 + dg) ymc,
da
dCz .
0 ds3xymey — (d_3 + ds4)ymcez,
dy

=aq4 — (a1 +ar»x +azz)y.
da 32)Y
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De manera similar, utilitzant I’equacié (2.7), obtenim el conjunt d’EDO
corresponent, el qual, acoblat amb les equacions (2.8), ens permet obtenir les
entrades de la matriu de covariancia, o(a) = (Q;j(a)).

La figura 3 mostra la comparaci6 entre la solucié numeérica de ’equacio (2.8)
ila simulacio6 directa del sistema estocastic usant ’algorisme de Gillespie [20].

Parametre Valor Font

a 0.04 Tyson i Novak (2001) [58]
a 1 Tyson i Novak (2001) [58]
as 0.25 Alarcon et al. (2004) [1]
aq 0.04 Tyson i Novak (2001) [58]
b; 10 Tyson i Novak (2001) [58]
by 35 Tyson i Novak (2001) [58]
n 0.01 Tyson i Novak (2001) [58]
M, 10 Tyson i Novak (2001) [58]
I3, Ja 0.04 Tyson i Novak (2001) [58]
u 1 Tyson i Novak (2001) [58]
Cz 0.1 Alarcén et al. (2004) [1]
Cz, 0.01 Alarcén et al. (2004) [1]

B 0.01 Alarcon et al. (2004) [1]
dy (0.1 +d>2)/(J350)

dg (0.01 +d4)/(_]4 s0)

v 10~4

k 0.067

K 1.57-107%

TAULA 2: Valors dels parametres.

Finalment, aplicant els resultats previs relacionats amb el metode asimp-
totic WKB a I'EM, obtenim una aproximaci6 gaussiana a la solucié de I'equa-
ci6 (2.1):

= Q \42 1 _Q2(X(a)-X(a)t 11X (a)-%
¥(X.a) = (7) e X @-X@)o@ ' F@-X@) (2.9)
21T lo(a)|l/?

on d és el nombre d’especies quimiques en el nostre model de cicle cellular;
| - | denota el determinant; ()~!, la inversa; X(a) és q11,1 o (a) és la matriu de
covariancia (simetrica), amb Q;; les seves components.
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FIGURA 3: Comparacié de les trajectories de x(a) i v (a) obtingudes
a partir de I'equaci6 (2.8) (linies grises clares) i les obtingudes amb
diferents simulacions de Gillespie. Aquestes simulacions, per a Q = 10°,
es representen en gris (100 realitzacions, linia de guions, i una sola
realitzacio, linia de punts); per a Q = 107, es representen en gris més
fosc (100 realitzacions, linia de punts i guions, i una realitzacio, linia de
senyals). Finalment, les linies de punts negres més exteriors representen
I'error (+xo(a)) que doéna I'equacio6 (2.7). S’ha pres O, = 1.0 i la condicio
inicial X = (5,1.4,0.01,0.01,0,0.99,0.01,0,0.01).

2.3 Modelitzacio de la taxa de divisié que depén de I'edat

L’activaci6 de diverses vies de regulacio, en particular, el cicle cellular, depén de
si un cert component del sistema de regulacio6 arriba a un valor critic d’activacio.
En el cas del nostre sistema estocastic per a la progressio en el cicle cellular,
les cellules passen per la transicio G1/S quan el nivell d’activitat de CycB arriba
a un valor llindar. Suposem que, després que la céllula passi aquesta transicio,
completa el cicle cellular i, finalment, es divideix després que un temps mitja 7,
hagi transcorregut. Per tant, ateses certes condicions externes (en el nostre
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cas, aquestes condicions estan determinades per la concentracié d’oxigen), la
probabilitat d’'una cellula de dividir-se després d’'una certa edat és igual a la
probabilitat que la corresponent proteina hagi arribat al seu valor critic. Aixo
pot ser formulat en termes d’'un problema de temps de primer pas (vegeu [46]),
la soluci6 del qual dona aquesta probabilitat de forma precisa i la seva derivada
respecte a I'’edat ens ddna la taxa de divisio a edat a. Un cop hem obtingut la
taxa de divisié corresponent seguint aquesta metodologia, podem utilitzar-la
per parametritzar una equaci6é mestra per a I’evolucio6 estocastica de la poblacié
cellular.

Per calcular la taxa de divisio (és a dir, la probabilitat de divisio per cel-
lula i per unitat de temps) en termes d'un problema de temps de primer
pas, considerem que la transicié G;/S ocorre quan I'activacié de la ciclina
arriba al valor llindar i, per tant, podem definir la taxa de divisié com una
funci6 del temps, és a dir, b(a) = 04(1 — G(a)) = — [ .Y (X (a)) dX, amb
R ={y <k, (m,zx1,e1,c1,X,e2,c2) € R4} on1— G(a) és la probabilitat
que la ciclina-CDK estigui per sobre del seu valor llindar a 'edat a. G(a) =
fR ‘11(5(’ (a)) d)_f és ’anomenada probabilitat de supervivéncia, 1. e., 1a probabilitat

que X (a) € R. Si Y és aproximada per I'’equacio (2.9), podem obtenir una
equacio tancada per a G, en termes de G, X i Q;;.

Estem interessats en la regié on y és més gran que una constant, k, amb
totes les altres variables variant sobre tots els seus rangs. Per tant, en aquest
cas, 'expressio de G es redueix a:

1/2 -
c@-| | Qe Sty
y<kJra-1 (2mT)120,, @m12gh?

(d-1)/2 - .
X (%) A}/Ze g(X\y—b) !(Xiy-b) dx, dy = (2.10)

1/2
:J Qil/e L(y-y@)oy! dy,
_’)/<k (2”)1/20-:)/

—_— _— Zi' —
on X, =(m,z, xl,el,cl.x e2,¢2), A =lo(a)l/oy, b =X, (a)+z (y - y(a))
i3 =0j- 0k 0 Lgi; (matriu de covariancia condicionada).

Per tant, G(a) pot ser reescrita usant la funcio error, tal com segueix:

Ga) = 1(1+ f(M)) 2.11)

20y
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Aixi, doncs, I'’equaci6 per a la taxa de divisié s’obté derivant I'’equacié de G
a (2.10):

dGa) 1 %oy(a)G(a) Lo dp(y) dy(a)

da 2 oy(a) y<k dy da Y@y dy+
4 (2.12)
a9 (@)
0 oy(a) Jy<k¢(y)‘lf(y(a))dy,

on ¢(y) = 5(y —y(a)?oy(a).
Utilitzant el teorema de la divergéncia i desenvolupant per Taylor, la primera
integral de ’equacio (2.12) queda:

1/2
_(_© dy(a) —op) 5 1 qi ik
Il_<2rr0y) da ¢ ;i!qu(y) ‘—00_

a \'24 @) i L
B <2Tr0'y> Jc:lafl (l—e Qd)(y))‘foo’

mentre que la segona integral de I'’equaci6 (2.12) pot ser aproximada estenent
el domini d’integraci6 a +oo:

d
Ja0yv(a) 1 °° Q\'? o 251
I, = da% J ( ) -2 (y-y@)o -
@ o)) e v dy
_E%Uy(a)
2 oy(a)

Hem comprovat mitjancant integracié numerica que l’error introduit en
canviar el domini d’integracié (v < k) per R a I, és negligible.
Finalment, podem concloure que 'EDO que G(a) ha de satisfer és:

dG(@) 1 420y(@)
da 2 oy(a)

1/2
Q ) dy (@) _apw) (2.13)

2TT Oy, da

(G(a)-1) - (

L’equacio (2.13), resolta conjuntament amb les equacions (2.8) i (2.7), déna
la taxa de divisio com a funci6 de I’edat i de la concentracié d’oxigen.

La figura 4 mostra la probabilitat que la ciclina-CDK excedeixi el seu valor
llindar, 1 — G(a), usant I'equacio6 (2.11) acoblada amb les equacions (2.8) i (2.7),
i compara el resultat amb I'algorisme de simulaci6 estocastica de Gillespie [20].

A la figura 5 hem representat la taxa de divisié per a diferents concentra-
cions d’oxigen. Com podem veure, el maxim valor de b(a) ocorre a temps més
avancats per a concentracions d’oxigen menors. Aixo confirma que la falta
d’oxigen retarda que ocorri la transiciéo G1/S. A la figura 6 s’observa que la
probabilitat de divisié té més variancia si incrementem el soroll en el procés.
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FIGURA 4: Comparacio6 de diferents solucions de I’equaci6 (2.11) i 100 rea-
litzacions de I'algorisme de Gillespie amb Q = 107 (linia negra de guions
verticals). Les solucions de 'equacio (2.11) es donen per a Q = 107 (linia
de punts i guions), 108 (linia de guions), 10° (linia continua). S’ha pres
0>, = 1.01 la condici6 inicial x = (5,1.4,0.01,0.01,0,0.99,0.01,0,0.01).

edat

FIGURA 5: Equaci6 (2.13): taxa de naixement per a diferents concen-
tracions d’oxigen, amb O, = 0.05 (linia de punts i guions, a la dreta),
O3 = 0.1 (linia de guions, al centre), O, = 1 (linia continua). Per a Q = 107
i condicié inicial X = (5,1.4,0.01,0.01,0,0.99,0.01,0,0.01).

143
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12F

4G (a)

232 234 236

FIGURA 6: Comparaci6 de les solucions de 'equacio6 (2.13) per a dife-
rents valors: Q = 107 (linia de punts i guions, més plana), 108 (linia

X =(5,1.4,0.01,0.01,0,0.99,0.01,0,0.01).

3 Equacio mestra estructurada per ’edat i aproximacio WKB

3.1 Formulacioé de 'equacié mestra estructurada per I'edat

Ara ja estem en disposicié de formular el nostre model per a la dinamica
poblacional. Utilitzant el context anterior, calculem la taxa de naixement com a
funci6 de ’edat cellular. Formulem un procés de naixement-mort que depén de
I'edat. Els parametres com la taxa de divisié que depen de 'oxigen i de I’edat es
determinen en termes dels models analitzats a I’escala intracellular, descrits a
la secci6 anterior. Per obtenir '’equacié mestra que depén de ’edat, considerem
la identitat seglient:

P(n(a),a + da,t + 6t) = Wmn(a) + 1,a,t)6tP(n(a) + 1,a,t)+

+ (1 -W@m(a),a,t)ot)P(n(a),a,t), 3.

on 1(a,t) denota la poblaci6 d’edat a al temps t i on W(n(a),a,t) = (v +
b(a))n(a), amb la taxa de divisié donada per b(a) = —% iv ésla taxa de
mortalitat, suposada constant.

Per claredat, discretitzem la variable edat a en I; grups, de manera que les
poj divisions a edat a; estan determinades per una variable aleatoria de Pois-
son amb mitjana (i variancia) A; = b(aj)n(a;)dt, distribucié que denotarem
per P,;.La probabilitat de po divisions en I'interval de temps (¢,t + 6t) pot
ser expressada com una suma de les divisions a temps t en els diferents grups
d’edat aj, és a dir, tots els possibles pg; tals que po = > jc, Poj. Per tant,

Prob(po) = P(12(0) = 2po,t) = >, (1‘[ PTA,(vop) O3 poppor  (3:2)
{pojtjer, \JEI ‘
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Poj
on PyJA (poj) = e™N AJ Po)! denota la probabilitat que la variable de Poisson de
parametre Aj = b(aj)n(a;)dt valgui pgj. Quan 'esdeveniment d’una divisio
ocorre, el nombre de cellules amb edat a = 0 s’incrementa en 2p(, mentre que
el nombre de ce¢lules amb edat a = a; disminueix en po;.
Reordenant I'’equaci6 (3.1) i prenent el limit quan 6t — 0, obtenim:

oP(m,a,t) aP(ﬁ,a,t) I _
3t 3a =Wm(a) +1,a,t)P(nn(a) +1,a,t)— (3.3)

-Wm(a),a,t)P(n(a),a,t).

Per tal de trobar una solucié aproximada de 1'’equaci6 (3.3), apliquem el
metode WKB proposat per Kubo et al. a [30], on es mostra que les taxes de
transiciéo W(m, a,t) han de ser funcions homogenies de 7 per tal d’obtenir
una soluci6 de I'EM de la forma P(7(a),a,t) = Cexp(—Qs(n(a),a,t)), amb
n(a) =n(a)/Q:

wWm(a),a,t) = Qw(n(a),a,t). (3.4)

D’acord amb aixo0, la probabilitat que passi una certa reaccié en un inter-
val infinitesimal de temps és proporcional a la mida del sistema i només és
determinada per I'estat del sistema, representat pel conjunt de les variables
intensives n(a). La definicio

P(n(a),a,t) = QP(n(a),a,t),
juntament amb I’equaci6 (3.4), fa que 'equacio (3.3) tingui 1'expressio segilient:

1 <8P(n,a,t) N 0P(n,a,t)
Q ot Ja

) =(v+ba)n(a)+1)P(n(a) +1,a,t)—
- (v+b(a))n(a)P(n(a),a,t),
la qual cosa ens permet escriure I'EM (3.3) en forma WKB:

1 (aP(n a,t) aP(n,a,t)) _

ot oa
= (ele@on@) 1) w(n(a),a,0)P(n(a),a,t), (3.5)

on hem utilitzat que e~(9/9n(@) ég e] generador de les translacions a I'espai
d’estats del sistema.

Considerem ara la funci6é generatriu de cumulants, definida com g(u, a,t) =
log(Q(u,a,t)),on Q(u,a,t) ésla funci6é caracteristica de P(n, a,t), definida
com la seva transformada de Fourier:

+ 00

Q(u,a,t) = J eiUnp(n,a,t)dn.

Els cumulants, gx(a,t), es poden obtenir a partir de g(u,a,t), com els
coeficients del desenvolupament:

(o)

k
a(u,a,t) = 2 al “qi(a,t). (3.6)
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El procediment que seguim a continuacid, que esta basat en la feina de
Kubo et al. a [30], és escriure una equacio6 per a Q (u, a, t) i construir desenvolu-
paments asimptotics per a Q (u,a,t), g(u,a,t) i qx(a,t). Aquestes aproxima-
cions donaran lloc a sistemes d’EDO per als cumulants i per als moments de
la solucio de ’EM. Estem interessats en el sistema d’equacions per al primer
moment (q; (a, t)) i per als elements de la matriu de covariancia (g2 (a, t)), que
ens permetran estudiar el comportament mitja del sistema i les fluctuacions
gaussianes al seu voltant.

Per obtenir 'equacio6 per a Q(u, a,t), prenem la transformada de Fourier
de I’EM, equacio (3.5):

1 /0Q(u,a,t)  0Q(u,a,t)\ _
Q( ot da )_

= J elun (e”ma/a”(“” - 1) w(n(a),a,t)P(n(a),a,t)dn. (3.7)
La integral del costat dret de ’equacio (3.7) és:

JOO piun (el/Q(a/an(a)) _ 1) wn(a),a,t)P(n(a),a,t)dn =

- i l (jQ)k Ji el "w(n,a,t)P(n,a,t)dn.

A més, substituint ’equaci6 (3.8) a ’equaci6 (3.7), reordenant termes i
recordant que la transformada de Fourier del producte de dues funcions és
igual a la convoluci6 de les transformades de Fourier corresponents, obtenim
finalment:

1 (0Q(u,a,t) 0Q(u,a,t)\ _
Q( ot | oa )‘

oo @ - [ ow-vanewand, 39

on w(v,a,t) és una transformada de Fourier de w(n, a,t).

L’equacio (3.9) necessita ser complementada amb condicions de frontera
peraP(n,a =0,t), és a dir, per la probabilitat que el nombre de divisions en
I'interval de temps (t,t + 6t) sigui pg = n/2. Tal com '’hem expressat a (3.2), el
nombre de divisions en aquest interval de temps pot ser escrit com una suma
de les po; divisions a temps ¢ en els grups d’edat a;, és a dir,

P(n = 2p0’a = Oyt) = z (nP'P)\J(pOJ)) 52] poj,pos

{poj} \ Jj
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on P,; és una distribuci6 de Poisson de parametre A; = b(aj)n(a;)ot i
P’_P)\f (poj) denota la probabilitat que aquesta variable valgui po;:

Poj

J
po;!’

Pp, (poj) = e

i, en conseqiiéncia, la corresponent funcioé generatriu de cumulants per la va-
riable aleatoria pg; és Q;j(s) = et =1 Ara, com que P(po) és una convolucio,
la funci6 generatriu de cumulants per a P(pg), Q(s,a = 0,t), esta determinada
per [24]: ‘
Q(s,a=0,t) = 1_[ Q,j(S) _ ezjb(aj)n(aj)(e”fl)ét,
J
que, prenent el limit quan 6t — 0, déna:

Q(s,a =0,t) = el (" -Dblan(a)da (3.10)

3.2 Analisi WKB de '’equacié mestra estructurada per I'edat

Un cop hem formulat la nostra equacié mestra estructurada per I’edat, o,
més aviat, el problema equivalent per a la corresponent funcié generatriu,
equacions (3.9) i (3.10), podem dur a terme la seva analisi WKB [3, 30]. Abans
de continuar, recordem que Q (s, a,t) esta relacionada amb la funci6 generatriu
dels cumulants, q(s,a,t): Q(s,a,t) = exp(q(s,a,t)), una relacié6 que pot ser
reexpressada com:

© ik
Q(u—v,a,t) = AWVl = exp (Z %ukq(k)(—v,a, t)) : (3.11)
k=0 "

on q(u — v,a,t) ha estat reemplacada per q(u — v,a,t) = e*%q(-v,a,t) i
a®(-v,a,t) = (0uw)*q(u,a,t)|u——_v. Usant I'equacio (3.11), I'equacio (3.9) es
converteix en:

151 (9ak(at) aqk(a,t))_
lek!u ( ot ea )T

S L (et o[ Quoval
21T

" Qat) w(v,a,t)dv = (3.12)

00 .9

o[ i
zij [(elg—l)exp(zhlj'thj(—v,a,t))e“(‘“’“'”w(v,a,t)dv-

=1
Per conveniéncia, hem definit la quantitat segiient:
hj(-v,a,t) =i/ (" (-v,a,t) -4 (0,a,1))

i hem utilitzat que g9 (-v,a,t) = g(-v,a,t).
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Centrem-nos ara en el primer cumulant g; (a, t) = (n(a,t)), que esta deter-
minat pels termes O (€) a I’equaci6 (3.12). Desenvolupant les exponencials del
costat dret de ’equacio6 (3.12) i conservant nomeés els termes de primer ordre,
obtenim:

oqi(a,t) 0qi(a,t)
E( at | oa

): —%J ed-vab) iy (v, a, t)ymo(e, v, a,t) dv, (3.13)

one=Q1img(e,v,a,t) esta definida per:

SR o ik
exp (Z j!ufhj(—v,t)) => o my(e,v,a,t). (3.14)
J=1 k=0

L’equacio (3.13) ha de ser equilibrada correctament respecte del petit para-
metre €. Aquest equilibri s’aconsegueix si, a I’ordre dominant, mg (€, v, a,t) =
0(€Y), que, de fet, se satisfa, ja que mo(€, v, a,t) = 1 (vegeu 'equacio (3.14)) i
a1(a,t) = 0(eY).

Repetint el mateix per al segon cumulant, g»(a, t), obtenim:

€ (642(a,t) N aqz(a,t)) _
2 ot oa
1 o0

2
ZE (_eml(f,v,a,t)-i-ezmO(e,v,a,t))eq(v,a,t)w(v’a’t) dv. (3.15)

Equilibrant ’equacio (3.15), s’obté I'’escalament segiient a ’ordre dominant:
qz(a,t) = O(e) i my(e,v,a,t) = O(e). Es pot comprovar que aquestes rela-
cions d’escalament son coherents amb I'equacio (3.14).

En general, podem veure que la substitucio d’escalament

ax(a,t) = e qpi(a,t) + ekqra(a, t) + O(ekH),

k+1

mi(e,v,a,t) = efmy (v,a,t) + ¥ lmya (v, a,t) + 0(ek?),

és coherent amb I'’equacio (3.14) i porta a equacions equilibrades per als cumu-
lants g (a, t).
A ordre dominant, I'’equaci6 per a q;(a,t) és de la forma:

oqi(a,t) dqi(a,t)
o T

= » = —ijr ed-val) yy (v, a,t) dv, (3.16)

mentre que I'’equacié corresponent per a qz(a,t) és:

€ (0qz2(a,t) 0qx(a,t)\
E( at )_

Ja
1 ® 62 (-v,a,t)
=5 —emi(€,v,a,t) + > eV (v, a,t)dv. (3.17)
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L’aproximaci6 a I’ordre dominant de ’equaci6 (3.17) s’obté de la manera
seglient. De les definicions de les quantitats h; i m;, n’obtenim I'expressio
seglient per a hj:

*®© 1k+

hj(- vat‘)—lfzkJr

(0 (u*agep @ 0) ],

_U.

Per a j = 1, de ’equacio6 (3.14), deduim que m; = h;. Tenint en compte
la substitucié d’escalament de my i qx, obtenim I’aproximacié d’ordre O (€)
seguent:

emn (v,a,t) = 6%%(112!121(&, 0). (3.18)

Per tant, substituint I’equaci6 (3.18) i quedant-nos només amb les contribu-
cions de I'ordre dominant, I'’equacioé per a g»; (a, t) queda aixi:

<51121(6l,t) +56L21(61 t)) e J

: q(-v,a,t)
T a —-ivgoi(a,t) +1)e wv,a,t)dv.

A més a més, la substitucié d’escalament per a qx(a,t) i 'equacioé (3.6)
porten a:

q(u,a,t) = %p(e,u,a,t),

ple,u,a,t) = Z Z .

3— (ef+k*1qjk(a,t)). (3.19)

Aix0 practicament completa la nostra deduccié de les equacions d’evolucio
per a qi(a,t) iqz(a,t). Alordre dominant, I'equacio (3.19) pot ser reescrita
com a:

ple,u,a,t) =epi(u,a,t) + O(e?), (3.20)
p1(u,a,t) =iuqii(a,t). (3.21)

Substituint les equacions (3.20) i (3.21) a ’equacio6 (3.16), obtenim que, a
I'ordre dominant, les equacions per a q11(a, t) i gz1(a,t) son les segiients:

<6q11(a t) oqii(a,t)
ot oa

) _ _% J, VA (v, at) dv = c(qui, b),

on w(v,a,t) és la transformada de Fourier de w(n,a,t) i, per tant, tenim
c(qi1,t) = —(v+b(a))qu.
Finalment, '’equaci6 d’evolucio6 per a n(a,t) = q11(a,t) és:

<an(a,t) on(a,t)

a.0) , onla ):—(v+b(a))n(a,t),

. (3.22)
n(0,t) =2 Jo b(a)yn(a,t)da,
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mentre que I'’equacio per a la variancia i oy, (a,t) = gq21(a,t) és:

<80n(a, t) N ooy (a,t)

« A )=(v+b(61))(7n(a,t)—(V+b(a))a

. (3.23)
0n(0,t) = 4J0 b(a)yn(a,t)da.

3.3 Aproximaci6 gaussiana per al model estocastic multiescala

Després dels calculs de les seccions anteriors, ara ja podem escriure 1’aproxi-
maci6 gaussiana per al model multiescala representat esquematicament a la
figura 1. El sistema acoblat que determina aquesta aproximacio és el segiient:

e Concentraci6 d’oxigen, O:

% =S—-kOM, on M(t) = J n(a,t) da, (3.24)
0

on Oy és la concentracié d’oxigen consumida per la poblacio6 total, M (t);
S és la taxa de distribucié d’oxigen a la poblacio, la qual nosaltres su-
posem constant, i k és la taxa de consum d’oxigen per cellula, la qual
suposem que és independent de I’edat.

e Taxa de divisio que depén de I’edat i de I'oxigen (seccio6 3):

X = > rwi(x(a),r,a,02),

A ocj(x,a) oci(x,a) _
Qij(a) :%(Qik Jayk + %1 Q;q) +;1/irjw(x,r,a,02), (3.25)
d 172
B _dG(a) 1 120y (a) L Q dy(a) _opm
bla)="4a =72 oy(a) (Gl (21T0y> da © '

e Mitjana i variancia de la poblaci6 estructurada per I’edat (subseccions 3.1
i3.2):

on(a,t) onla,t)
3t oa -~ Wrb@)nia,b),

n(0,t) =2 J: b(a)yn(a,t)da, (3.26)

dooyn(a,t) oJoyla,t)
ot Ja

= (v+b(a))on(a,t) — (v +b(a)),

on(0,t) =4 J: b(a)yn(a,t)da.
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4 Esquema numeric: metode de salt T que depén de I'edat

En aquesta seccio, descrivim un metode numeric estocastic per comparar la
soluci6 de 'EM (3.3)-(3.2) amb les solucions de I’'aproximacio WKB donades pel
sistema d’equacions (3.24)-(3.26).

Utilitzem una extensioé del metode de simulaci6 de salt T en el procés
naixement-mort descrit per I'EM (3.3)-(3.2), on la probabilitat de divisi6 esta
determinada per I'equacio (2.11). Utilitzant un salt T a cada grup d’edat a;
present a la poblacio, generem un pas de temps a cada edat, T;. El pas de temps
global, T, es tria de forma que sigui el minim dels T; per a tot i. Arribats a aquest
punt, podem calcular el nombre d’esdeveniments divisio i esdeveniments mort
que ocorreran durant el lapse de temps T a cada grup d’edat a;, que séon
modelats per distribucions de Poisson P(d;;T), on:

din = b(ai)n(ai), 4.1)
dip = vn(a;). 4.2)

Les igualtats (4.1) i (4.2) donen les probabilitats de divisio i de mort durant un
(petit) interval de temps de durada T per a céllules d’edat a;. Els esdeveniments
amb probabilitats donades per (4.1) i (4.2) produeixen canvis associats a la
poblacio n(a;) donats per r;; = —11iv;» = —1, respectivament. Addicionalment,
un esdeveniment divisio (la probabilitat del qual és donada per (4.1)) té un
canvi associat a les céllules nounades, és a dir, a les céllules amb edat a = O,
donat per vy = 2.

Primer, introduirem el meétode i explicarem com generalitzar-lo al nostre
problema estructurat per I’edat. Després, procedirem a descriure 1'algorisme
usat en les nostres simulacions.

4.1 Maetode de salt T estructurat per 'edat

En aquesta seccio, explicarem el métode de salt T descrit a [12, 21] i la mo-
dificaci6 que nosaltres n’hem fet. L'algorisme de simulacié estocastica de
Gillespie (SSA) [20] proporciona realitzacions exactes de la densitat de proba-
bilitat que resolen I’equaci6 mestra corresponent. Per aconseguir-ho, el que
fa I'algorisme és dur a terme tots els esdeveniments en el cami de mostra,
la qual cosa significa que aquest metode pot ser molt lent, en particular, per
a sistemes que involucrin processos tant rapids com lents. L’algorisme de
simulaci6 estocastica SSA també genera una gran quantitat d’informaci6 deta-
llada de cada cami mostral, el coneixement de la qual pot ser innecessari en
moltes aplicacions. En vista d’aquesta situacio, el metode de salt T [21] va ser
proposat amb I'objectiu d’accelerar la simulaci6 dels processos de Markov, la
qual cosa respon a la qliestié seglient: amb quina freqiiéncia es produeix cada
procés en 'interval segiient de temps especificat T? El fonament matematic
d’aquest algorisme pot remuntar-se a ’lanomenada representacio dels processos
de Markov. Més especificament, suposem un procés de Markov, X (t), la densitat
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de probabilitat del qual satisfa I’equacié mestra:

avy(x,t
i
Cada reacci6 i, involucrada en el procés descrit per I'’equaci6 (4.3), esta
caracteritzada per una distribucio de temps d’espera exponencial [20]:

Pi(ty | X(£)) = Wi(X, t)e tw/WilX.0),

Per tant, sabem que el nombre de vegades que el canal i és utilitzat en
I'interval de temps (0, t) és P (fot Wi(X,s) ds), on P(A) és un nombre aleatori
amb distribuci6 de Poisson amb parametre A; vegeu [24]. Aleshores, X (t) es
pot representar formalment com:

t
X(t) = X(t = 0) + 3 P (JO Wi(X,s) ds) .

Utilitzant la propietat de Markov, X(t + T) pot ser expressat en termes
de X (t) com:

t+T

X(t+T1)=X(1) +Zn’P< Wi(X,S)ds>. (4.4)
i t

Aixi, doncs, la qliestié que el métode de salt T pretén respondre pot ser re-
formulada de la forma segilient: sota quines condicions I’equacio (4.4) pot ser
aproximada per

X(E+7)=X() + D 1P Wi(X,0)T).

1

Dit d'una altra manera, necessitem estimar T de forma que ftt+TWi(X ,S)ds ~
Wi(X,t)T. Aquest és un problema per al qual encara no es coneix cap soluci6
sistematica. En canvi, s’han donat diverses estimacions, conegudes com a
condicions de salt, sota certes hipotesis [12, 21]. A grans trets, podem dir que
T necessita ser triat de forma que |W;(X,t) + k;) — W;(X, t)| sigui acotat per
una quantitat petita.

Per tal de generalitzar aquest metode al nostre model estructurat per I’edat,
considerem primer un vector d’edats, les components del qual s6n n(a;)
amb i € I, on I; es mou en el conjunt de les edats presents a la poblaci6 a
Iinstant t, és a dir, de forma que n(a;) > 0 a temps t. El primer problema és
triar un valor per a T que satisfaci la condicié de salt. La generalitzacié més
simple de I'algorisme de salt T estandard és triar un valor de salt, T;, per a
cada edat, a;, amb i € I;, d’acord amb el criteri establert a [12], i després triar
el minim entre tots ells.

Comencem calculant el temps, T;, per a cada edat, a;, amb i € I;, utilitzant
el métode formulat per Cao et al. a [12], que millora els resultats previs de
Gillespie i Petzold a [22], ja que s’ajusta millor a la condici6 de salt tot acotant
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uniformement els canvis relatius en les funcions de tendéncia. A més a més,
aquest metode és més rapid que el procediment suggerit a [22], ja que el
nombre de passos auxiliars utilitzats per calcular el salt de temps s’incrementa
linealment amb el nombre d’espécies reactants, en lloc de fer-ho de forma
quadratica amb el nombre de canals de reaccio [12].

L'estrateégia darrere d’aquest procediment de selecci6 dels T; és acotar
els canvis relatius en el nombre d’individus de les poblacions, de forma que els
canvis relatius en les funcions de tendeéncia siguin tots aproximadament acotats
per un valor especific € (0 < € < 1). Sigui

2
Arn(ai) = n(ay) (t+ 1) — n(a) (t) = - > P(dy;Ti). (4.5)
j=1

La selecci6 de T I'hem de basar en la condicio
Arn(ai) < max{ed;j, 1}, peraic J,sij=1,2, (4.6)

on J, s denota el conjunt d’'indexs de tota la poblaci6 amb edat diferent (o sigui,
i € Jrs siinomeés sid;j és 'argument de com a minim una funci6 de tendéncia).

Com que les variables aleatories Poisson P(d;;T;) del costat dret de I'equa-
Ci6 (4.5) son estadisticament independents i tenen mitjanes i variancies d;;T;,
la mitjana i la variancia de la combinaci6 lineal de ’equaci6 (4.5) poden ser
calculades facilment,

(Arn(ay) =D —dijTi, var{Arn(ai)} =D dijTi. (4.7)
j i

Utilitzant el mateix raonament que es va fer servir en la derivaci6é del proce-
diment de Gillespie i Petzold per a la seleccio de T [22], nosaltres considerarem
que la cota (4.6) de Ar,n(a;) sera satisfeta substancialment, si és satisfeta
simultaniament per la mitjana absoluta i la desviaci6 estandard de A, n(a;):

(Arn(ai))l<max{edij,1}, \var{Arn(a;)}<maxiedij,1}, i€ Jrs, j=1,2. (4.8)

Substituint la férmula (4.7) a les condicions (4.8), obtenim les cotes segiients
peraT

max{ed;j, 1} max{ed;j, 1}2
Ti < , Ti < ’
| > dijl | 2 dijl
i, per tant, prenem

peraiec J,, j=1,2,

max{ed;j, 1} maX{Gdij,l}Z}
|1 Xidijl T 12 digl
Arribats a aquest punt, hem computat el salt de temps per a cada edat, ;.

Per tal de fer avancar el sistema en temps, prenem el minim t; que satisfa la
condici6 de salt corresponent,

T; = min
j=12

T = min{T;},
i€ Jys
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i calculem les quantitats k;; = P(d;;jT) i A; = 2. ki;. Finalment, fem efectiu
J

el salt, de manera que reemplacem t per t + T i n(a;) per n(a;) — A;. Si
ki1 = P(di1T) no és zero per a una certa edat i, significa que en la poblaci6
d’edat a; hi ha hagut divisions i, consegiientment, la poblaci6 d’edat zero
és n(0,t + 1) = 2> P(di1T). Aixo, al seu torn, també implica que el vector

1
numeric d’edats té ara una nova component, és a dir, Iy, = I} + 1.
Per calcular d;;, necessitem saber el valor de la taxa de divisio, b(a;), al
nou temps t + 7. Per aixo, resolem el sistema (3.24)-(3.25) en l'interval de

temps (t,t + T) per a cada edat utilitzant el vector n(a;). Per fer-ho, hem
utilitzat un metode implicit Runge-Kutta de segon ordre implementat a la GNU
Scientific Library (GSL). Ara, doncs, tenim la probabilitat de divisié a temps t.
Utilitzant I'’equacio6 (2.11), obtenim 1 — G(a;); a temps t. Aixi, calculem la taxa
de divisio per a cada edat:

(I-G(ai)) — (1 =G(ai)e+7)
T

b(a;) =

4.2 Descripcio de I'algorisme

L’algorisme de simulacio és:

1. Inicialitzaci6é. Comencar amb un vector d’edats inicial, n(a,0) at = 0, les
components del qual, n(a;, 0), donen la poblacié corresponent a cada
grup d’edat present a la poblacio inicial. La dimensi6 d’aquest vector es
denota per I, i correspon al nombre de grups d’edat amb poblacio inicial
diferent de zero. At = 0, b(a;) = 0 per a qualsevol edat.

2. Computar les taxes de divisio i de mortalitat per a cada edat:
din = b(aj)n(a;) idp = vn(a;).

3. Determinar el salt de temps T, d’acord amb la condici6 del salt (vegeu la
subsecci6 4.1).

4. Actualitzar les variables del sistema:
n(a,t) —« n(a,t) — (PAdnt) + PdipT))jer, t —t+T,a—a+T.

5. Determinar el nombre de naixements: n(0,t) = 2 Z P(di1T). Si el nombre

1
de naixements n(0, t) és diferent de zero, hem d’afegir la nova component
al vector distribuci6 d’edats, és a dir, I — I + 1.

6. Resoldre I'equacio per a la concentracié d’oxigen a l'interval (t,t + T):
0t0» = F — kO2M,on M(t) = > n(ai,t) ésla poblaci6 total.
i

7. Calcular les taxes de divisio, b(a;), usant les probabilitats de divisi6 a
temps t: usant ’equaci6 (2.11), obtenim 1 — G(a;i); a temps t i, aleshores,

calculem la taxa de divisio, b(a;) = (I’G(“")‘*T)T’(I’G(“")‘).

8. Bucle de I'item 2 al 7 fins que t > T.
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FIGURA 7: Una realitzaci6 (en trac¢ de guions verticals) i 100 realitza-
cions (en linia grisa de guions i punts) de I'algorisme de simulacio
de salt T de l'equaci6 (3.3)-(3.2) amb Q = 103, i, també, una rea-
litzacié en gris clar gruixut i 100 realitzacions en linia grisa clara
del mateix algorisme amb Q = 107, comparades amb la solucié de
I'equacié6 (3.22) (linia de guions grisa) amb error calculat usant ’equa-
ci6 (3.23) (linies de guions negres), amb Q = 10* i condicio inicial
X = (5,1.4,0.01,0.01,0,0.99,0.01,0,0.01).
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FIGURA 8: Comparacié del consum d’oxigen utilitzant 100 realitza-
cions de l'algorisme de simulaci6 de salt T de I'’equacio6 (3.3)-(3.2) per
a Q = 10° (linia de guions i punts grisa) i per a Q = 107 (linia gri-
sa clara) amb el consum d’oxigen que s’obté usant 'equacio (3.22)
(linia de guions), amb Q = 104, v = 0.0001 i condicié inicial X =
(5,1.4,0.01,0.01,0,0.99,0.01,0,0.01).
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FIGURA 9: Comparaci6 del nombre de naixements utilitzant 100 realit-
zacions de l'algorisme de simulaci6 de salt T de I'equaci6 (3.3)-(3.2) per
a Q = 103 (linia de guions verticals grisa fosca) i per a Q = 107 (linia
grisa clara) amb els naixements que s’obtenen usant ’equacio6 (3.22)
(n(0,t) és la linia de guions), amb Q = 10%, v = 0.0001 i condici6 inicial
X =(5,1.4,0.01,0.01,0,0.99,0.01,0,0.01).

Els resultats de les simulacions usant aquest algorisme es poden veure a les
figures 719, on I'algorisme de simulaci6é de salt T estructurat per ’edat es com-
para amb la soluci6é numeérica del sistema d’equacions (3.22), per tal de validar
I'aproximacié WKB-gaussiana. L’aproximacio gaussiana de les equacions (3.22)
implica que el 68.2% de les realitzacions hauria d’estar dins de la regi6 deli-
mitada per les cotes superior i inferior donades per n(t,a) + Q=%/2g,(t,a).
La figura 7 mostra que les realitzacions estocastiques generades pel nostre
algorisme estan entre les cotes previstes per a I’aproximaci6 gaussiana.

5 Conclusions i discussio

En aquest article, presentem una formulacié d'un model estocastic multiescala
de la dinamica de les poblacions cellulars on nivells d’organitzaci6 biologica
diferents, caracteritzats per escales temporals diferents (vegeu la figura 1),
estan acoblats. Descrivim la dinamica estocastica de la poblacié cellular (escala
celular, usant la mateixa terminologia que a [2]) mitjancant un procés de
naixement i mort on la taxa de divisi6 és descrita per un model de progressié en
el cicle cellular regulada per I'oxigen (escala intracelular, usant la terminologia
de [2]), i, per tant, acoblem les escales cellular i intracellular. El sistema acoblat
resultant és una poblacio cellular estocastica estructurada per ’edat. La taxa
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de divisio6 es descriu en termes d'un nou metode basat en un enfocament de
temps mitja de primer pas, el qual ens permet determinar la taxa de divisio
com la taxa mitjana a la qual les proteines clau involucrades en la regulacié del
cicle cellular creuen el valor llindar d’activacié en funcié de ’edat cellular (és a
dir, el temps que ha transcorregut des de la darrera divisio cellular). La nostra
metodologia, per tant, ens permet analitzar ’acoblament entre les fluctuacions
causades per soroll molecular a nivell intracellular i el soroll cellular a causa
de la mida finita de la poblacio.

Amb I'objectiu d’analitzar el comportament del nostre model, a la seccio 3,
hem estés un metode asimptotic de tipus WKB inicialment proposat per Kubo
et al. [3, 30] per obtenir una soluci6 aproximada de ’equacié mestra (3.5) de
naixement i mort estructurada per 'edat. Duent a terme aquesta aproximacio6
a un ordre menor, obtenim una aproximaci6é gaussiana per a la densitat de
probabilitat (estructurada per ’edat), on la mitjana corresponent, n(a,t),ila
variancia o, (a,t) son les solucions de dues EDP semilineals acoblades (vegeu
les equacions (3.24)-(3.26)).

Les EDP semilineals per a n(a,t) i oy, (a,t) estan acoblades a escala intracel-
lular a través de la seva dependencia de la taxa de divisio (que depen de I'edat),
b(a,t). Aquesta quantitat s’obté en termes del temps mitja de primer pas per al
model del cicle cellular que depen de I'oxigen (els detalls es donen a la secci6 2):
considerem que la cellula entra en la fase de proliferacié del cicle cellular quan
la concentraci6 de CycB esta per sobre d’un valor llindar determinat. La taxa
de divisio, per tant, és donada per la taxa a la qual el sistema creua el valor
llindar esmentat anteriorment. Per tal de resoldre aquest problema, duem a
terme una aproximacié WKB [3, 30] de '’equacié mestra corresponent (vegeu
I’equaci6 (2.1) i la taula 1) per obtenir una aproximacié gaussiana, la qual esta
determinada per la soluci6 del sistema d’EDO per a la mitjana, (2.6), i per a
la variancia, (2.7). Aix0, al seu torn, ens permet trobar una aproximacio a la
soluci6 del problema de temps mitja de primer pas i, per tant, a la taxa de
divisié que depeén de I'edat.

La nostra formulacié per a la progressio del cicle cellular regulada per
I'oxigen és descrita pel temps mitja d’activacié de primer pas. L’aproximaci6
per a la divisi6 es calcula usant la probabilitat que la ciclina-CDK estigui per
sota d’un valor llindar, que correspon a la probabilitat d’extincio, equacio6 (2.10),
de forma que el procés de reproduccié ocorre amb probabilitat complementa-
ria d’aquella. Per calcular el procés d’activacio, hem usat el metode WKB per
obtenir una soluci6 aproximada a I'EM del cicle cellular. Aquest resultat és una
serie de sistemes d’EDO per als cumulants d’ordre »; hem usat ordre 2 per
obtenir una soluci6 de I'EM, (2.9). D’acord amb la comparacio6 entre els resultats
del nostre model reduit i les simulacions de Gillespie, podem afirmar que el
nostre enfocament és una bona aproximacié només per a soroll intracellular
petit i mida gran del sistema, d’ordre Q = 107 o superior (vegeu la figura 3).
Per obtenir una aproximaci6 millor, hem d’utilitzar un ordre més gran que 2 en
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I'aproximacié WKB. El sistema s’acobla a través d'un mecanisme de retroali-
mentacié negatiu, on la poblacié consumeix oxigen que, al seu torn, regula la
progressio del cicle cellular i, per tant, la taxa de divisio.

Per tal de validar el nostre enfocament asimptotic en el model estocastic
multiescala, hem introduit una extensi6 estructurada per ’edat del métode de
simulaci6é de salt T en el procés naixement-mort associat a les equacions (3.3)-
(3.2), amb la taxa de divisi6é calculada amb I’equaci6 (2.11). Comparem els
resultats de les simulacions estocastiques amb I’aproximacié WKB de la dina-
mica de la poblaci6 cellular estructurada per I’edat a la figura 7, on es poden
veure realitzacions del procés generades utilitzant el nostre model de salt T
estructurat per I'’edat amb 'aproximaci6 asimptotica gaussiana. A la figura 8
hi representem I’evoluci6 temporal de la concentraci6é d’oxigen, i a la figura 9 hi
mostrem el nombre de naixements per I'aproximaci6 asimptotica i les simula-
cions estocastiques. Aquesta comparacié ens permet avaluar tant la precisio
com el rang d’aplicabilitat del nostre métode asimptotic. Els nostres resultats
confirmen que, per al model intracellular considerat en aquest article, I'aproxi-
macio6 asimptotica és precisa nomeés si considerem que I'escala per al nombre de
proteines al model del cicle cellular intracellular, Q, sigui prou gran. En aquest
cas, com es pot veure a les figures 7, 8 i 9, trobem que la concordanca entre
els resultats numerics i asimptotics és bona. Aquesta limitacio pel que fa al
nombre de proteines prové del fet que, en el model del cicle cellular considerat
en aquest treball, la transicié que anuncia I'inici de la proliferaci6 (és a dir, quan
CycB arriba al valor llindar) esta precedida d'una bifurcaci6 sella-node. A prop
d’aquesta transicié de fase dinamica, s’espera que I'aproximaci6é gaussiana
sigui incapac de capturar les estadistiques de les fluctuacions [8]. Aixi, doncs,
per tal de capturar la dinamica del sistema amb precisio, ens mourem només
en el regim de les fluctuacions petites (i. e., Q gran). Aixo significa, pero, que
el nostre model seria capac de capturar el comportament de sistemes que no
exhibissin aquest tipus de bifurcacions en un regim molt més ampli.

Una alternativa al métode WKB usat en aquest article seria fer servir el desen-
volupament de la mida del sistema de Van Kampen [60], també coneguda com
aproximacio del soroll lineal (LNA), que esta molt relacionada amb I’aproximaci6
WKB de Kubo et al. [30]. Malgrat les similituds entre ambdues metodologies,
aquestes no son ben bé equivalents. L’aproximacié del soroll lineal (LNA) suposa
que la variable aleatoria pot ser escrita com a X (t) = ¢ (t) + Q/2E(t), on P ()
és la solucio de les equacions de camp mitja i £(t) és una variable aleatoria
que satisfa una equaci6é de Fokker-Planck lineal, d’'on poden ser deduides equa-
cions diferencials ordinaries (lineals) per al primer i el segon moment de E(t).
L’aproximacié WKB esta basada en un Ansatz sobre la forma de la soluci6 de
I’EM, la qual cosa significa que, pel que sabem a partir dels nostres resultats,
les equacions per a la variancia de X (t) no sén, en general, les mateixes, tot i
que s’obté en ambdos casos la mateixa aproximacié de camp mitja.
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La metodologia presentada en aquest article es pot generalitzar de diverses
formes, i es pot aplicar a una amplia varietat de situacions. Una d’aquestes
situacions que seria interessant d’analitzar, en relacié amb I’evoluci6 del cancer
ila seva terapia, és la introduccié de quiescencia induida per la hipoxia. Les
cellules cancerigenes tenen I’habilitat de tornar-se quiescents sota condicions
d’hipoxia; vegeu [1, 7]. Per tant, seria interessant introduir aquesta capacitat en
el nostre model, especialment, en el context de models de competéncia entre
cellules que no manifesten quiescéncia induida per hipoxia (cétules normals)
i cellules que si que passen a ser quiescents (cétlules cancerigenes) [2]; en
particular, quan es tracta de predir el resultat de terapies especifiques del
cicle cellular, on les cellules es maten quan entren en fases determinades
del cicle cellular [44]. Aquesta analisi es posposa per a un treball futur.

Un problema relacionat que seria interessant d’explorar usant la metodo-
logia descrita en aquesta publicacio és el problema del metabolisme de les
cellules cancerigenes (és a dir, 'efecte Warburg). D’entre els diversos canvis
fenotipics induits per I'efecte Warburg, un dels més remarcables, juntament
amb l'increment de la taxa d’acidificacié extracellular, és la reducci6 de la
taxa de consum d’oxigen (OCR) [13]. Seria interessant d’analitzar I'’efecte de
considerar tipus de cellules diferents caracteritzades per estats metabolics
diferents, és a dir, taxes de consum d’oxigen diferents i, més especialment,
la seva relacio amb els efectes de la hipoxia. Aquest tema sera estudiat més
profundament en una recerca futura.

Ens proposem també estendre el nostre context estocastic multiescala per
tal d’incloure graus de llibertat en I’espai i ’acoblament a un model d’angioge-
nesi induida per tumors. Per tal de fer-ho, necessitem recorrer a meétodes de
simulaci6 estocastica més eficients, com, per exemple, el métode de la reacci6
segiient [19].

A Apeéendix

Aquest apéndix esta dedicat a establir la relacié entre els parametres del
nostre model estocastic, dy, d_1, d» d3, d_3, d4, i els valors dels parametres
macroscopics donats a [1]. Per tal d’aconseguir-ho, apliquem I’aproximaci6 de
I’estat quasi estacionari (QSSA) a 'esquema de reacci6 segiient:

d
X, +E; fl CI%E +X activacié de Cdh1/APC,
-1
dsYM 4
X+E = G WIM p. 4 X, desactivacié de Cdh1/APC,
-3

on els parametres di, d_1, d» d3, d_3, d4 estan relacionats amb aquells que
apareixen a [1] a través de la QSSA proposada per Briggs i Haldane.

Aquestes equacions de camp mitja per a aquest mecanisme de reacci6 estan
donades per un sistema d’EDO, equacio6 (A.1), per a les taxes de canvi de cada
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una de les espécies involucrades:

dx

d—al = —dyxi1e1 +d-_1c1 +daymer,

del

—_ = —dlxlel + (d_l + dz)Cl, (A.l)

da

dc

71 =dix1e; — (d-1 +d2)cy,

a

dx = —dsxymey +d_3ymcy + dacy,

da

dez

—— = —d3xymey + (d_3 + ds) ymey,

da

dCz

da - dsxymes — (d-3 + dg4)ymcez,

i% =a4— (a; +ax +aszz)y,
on x1 = [X1], x = [X], ¢; = [Ci]ie; = [Ei]. A més, hem usat les lleis de
conservacio: m{ + C‘ = 0, d’'on podem concloure que la concentraci6é total

de I'enzim és constant ci+ei=¢ey(i=1,2),i d"l + dcl + d" + ‘iﬁf 0, de

manera que la concentracio6 total de Cdhl es conserva x1 + C1 + X +Cr = 5.
Per tal de continuar, introduim, fent un canvi d’escala, les variables segiients:
X1 X Cci .. eo

_ _ _ _ Yy
= b = ) i — b = 1) 2 b = d y = y = b
X1 S X S Ci ” (i ), T 3e0)Y0a, € S y Yo

d’acord amb les quals obtenim el sistema segiient:

axi i - d, .  dqg . __
— = - x1(1-¢1)+ Cc1 + mey,
aTt dsyo ! L ds3yo5so ! dSSOy ?
dCl d] __ — (d—l + dZ)—

x1(l-¢) - ———=c1,
“dt ~ d3yo i ) d3yoso
ax _ -xym(l —¢c2) + ds3 ymc c1
ar 2T dsso 2 d3y0s0
dCz m(l—cﬁ)— (d,3+d4)ym7

dT Xy ng()
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Ara, prenem 'aproximaci6 de l'estat quasi estacionari, edcl =0(=1,2),
que ens porta a:

_ dix,
1= d_i1+d» d —’
BETERE
_ X2
Cr = ——F5 "3
d_ 3+d4
X2+ s
_ _ds __
ax ymx dsso dz d1X1
dtr x4 & degtdy T 33050 dyxy + e (A-2)
dss 1X1 S0
Un cop arribats a aquest punt, utilitzem la llei de conservacio dxl + e‘jle + ‘;’T‘ +

e‘ffﬁ 0, és a dir, X7 + X = 1, de manera que I'equacio6 (A.2) pot ser reescrita

coml:

_ dy _
ax _ ymx<d35o> d> (1-%)
- v d73+d4 _ d_i1+d>’
dt X+ P d3)oSo 1 —x + FIE

la qual cosa dona lloc a la relacié segiient entre els parametres del nostre
model estocastic i aquells que apareixien a ’aproximacié de camp mitja de
la referencia [58]1 dz = (1 + bgu)S()/e(), d4 = Io450/(yoe0), d_l = ]3Sod1 — dz,
d_3 = Jssods — dg, on bj i Jj (i = 3,4) son, respectivament, taxes constants
(b3 1 b4) iles constants de Michaelis-Menten (J3 i J4). Aquesta equivaléncia ens
permet donar valors als parametres del nostre model estocastic, de manera
que el comportament de camp mitja és el mateix que en els models d’Alarcén
etal a[l]iTysoniNovak a[58].
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Una analisi matematica del moviment d’una pilota
de futbol durant el vol
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Resum: En aquest article es presenta un estudi analitic i numeric de les equacions
tridimensionals que descriuen el moviment d’una pilota que gira a I’aire. L’analisi inicial
considera coeficients de fregament constants i després s’estén al cas d’'un fregament
que depen de la velocitat de rotacio de la pilota. S’observa una coincidéncia excellent
entre els resultats numerics, els analitics i els experimentals. La soluci6 analitica ens
mostra de manera explicita com el moviment de la pilota depén de parametres com
la rugositat, la velocitat i les condicions atmosferiques. Es demostra la importancia
d’aplicar models tridimensionals en comptes d’aproximacions bidimensionals.

Paraules clau: aerodinamica, trajectoria d’'una pilota de futbol, pilota de futbol girant,
forca de Magnus, soluci6é de pertorbacio.

Classificacio MSC2010: 34L30, 76G25.

1 Introduccio

Al llarg dels anys s’ha avancat molt en relaci6 amb el disseny de les pilotes de
futbol, des de la tradicional pilota de cuir que envoltava una bufeta de porc
inflada ala més recent Jabulani, que es construeix fent servir panells de poliureta.
L’objectiu dels avencos tecnologics en el disseny de les pilotes de futbol ha
estat fer la pilota més fiable i millor per al joc, en benefici de tots els jugadors.
Recentment, en un grup d’estudi de matematiques a la indastria en una reuni6
celebrada a Johannesburg, I'entrenador d'un equip de primera divisié sud-africa,
el Bidvest Wits, va plantejar la pregunta de si una pilota de futbol es pot escollir
de manera que beneficii '’equip local (o, alternativament, desafavoreixi I'’equip
visitant). Aquest article ha sortit d’aquest estudi i a les conclusions es discuteix
la pregunta de si es pot triar una pilota que, efectivament, doni un avantage a
I’equip local.

En els partits de futbol professional a Sud-africa, i a molts altres paisos,
I'equip local és el que proporciona la pilota que es fara servir durant el partit.
L’elecci6 de la pilota esta limitada, principalment, per la llei 2 de la FIFA, que

Aquest treball fou el guanyador del premi Albert Dou de 'any 2014 i va aparéixer en anglés amb
el titol «A mathematical analysis of the motion of an in-flight soccer ball» a Sports Engineering,
16 (2013), 29-41. Agraim a Springer Science+Business Media el permis per a la seva publicacié.
La traducci6 al catala és deguda a Helena Ribera.
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en dicta la mida, el pes (en sec), la pressio i el material. Per aquest motiu els
principals canvis en el disseny de la pilota s’han produit en el material i en
la forma dels panells [13]. Una altra limitacié ve donada pel patrocinador, ja
que I'equip ha d’usar una de les seves pilotes. En el cas del Bidvest Wits les
pilotes son proporcionades per Nike. Durant la reuni6 a Johannesburg es van
presentar tres pilotes Nike, d’aspecte molt similar, pero hi havia una diferéncia
important: dues de les pilotes eren rugoses (amb panells amb clots) mentre que
la tercerca tenia els panells llisos (vegeu, per exemple, fotos de prop de la Nike
T90 Tracer and Catalyst a la web Nike.com).

Per respondre a la pregunta sobre I’eleccio de la pilota ’analisi que presentem
a continuacio se centrara en el seu moviment a través de laire i, en particular,
des d’una falta o un cérner. Un dels motius de triar aquests casos és que so6n
situacions relativament controlades i hi ha molta informaci6 en el moviment de
la pilota a través de I’aire. Un altre motiu és que els xuts de falta sén un factor
important a ’hora de marcar: a la Copa del M6n del 1998, 42 dels 171 gols
marcats van venir de jugades assajades i un 50% eren xuts de falta [2]. En
consequencia, entendre el moviment de la pilota des d'un xut de falta o d'un
corner podria aportar informacié important a I'’hora d’escollir la pilota. Laltim
motiu és que Johannesburg esta situada a un nivell sobre el mar molt alt (més
o menys a 1800 m). La densitat de I'aire és aproximadament un 20 % més baixa
que al nivell del mar [10] aixi que cal esperar que la diferéncia més gran en el
moviment de la pilota entre Johannesburg i ciutats situades a una altitud més
baixa sigui quan aquest moviment es produeix a I’aire.

Per descomptat que hi ha hagut molts treballs sobre el moviment de les
pilotes i els projectils a I'aire. A partir de 1600 Newton va observar que una
pilota de tennis amb efecte tenia una trajectoria corbada. Un segle més tard
Robin va mostrar que en una esfera giratoria hi havia una forca aerodinamica
transversal: aixo és el que ara s’anomena I'efecte Magnus (o de manera més justa
I’efecte Robin-Magnus). Cap a finals dels 1800, Tait va ser el primer a aplicar
aquest concepte a una pilota relacionada amb I’esport (desafortunadament una
pilota de golf en lloc d’'una pilota de futbol). Tots aquests treballs eren sobre
fluids sense fricci6 aixi que per I’explicacié correcta de I’efecte Magnus es va
haver d’esperar fins a la teoria de la capa limit de Prandtl el 1904. L’analisi
especifica del moviment d'una pilota de futbol durant el vol va arribar molt
més tard. Asai et al. [1] van dur a terme un estudi experimental dels coeficients
de sustentacié en una pilota de futbol amb efecte i sense efecte i van mostrar
una forta dependencia del coeficient de sustentaci6é respecte de la velocitat
de rotacio. Les equacions de moviment d'una pilota de futbol es poden trobar
en molts treballs pero en el nostre estudi farem servir la convencié de Goff i
Carré [7] en la qual 'efecte Magnus es divideix en una component d’ascensio
i en una component lateral (Asai et al. també utilitzen dues components).
Horzer et al. [10] proporcionen detalls utils de les diferéncies en les condicions
atmosferiques entre diverses seus de la Copa del Mo6n a Sud-africa i demostren
I'efecte de I'altitud en la trajectoria. Oggiano i Seetran [11] comparen la trajectoria
de pilotes de futbol diferents: aixo confirma la creenca que I'eleccié de la pilota
pot constituir un avantatge per a I’equip de casa.
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Aquest article s’organitza de la manera segiient. A la secci6 2 es dona el model
matematic tridimensional, que és ben conegut i que es basa essencialment en la
segona llei de Newton. A causa de la no-linealitat de les equacions del moviment
totes les solucions publicades amb anterioritat s’han obtingut numericament.
En una analisi d’'un model més simple que el considerat en I'estudi present,
Bray i Kerwin [2] afirmen que les equacions que regeixen el moviment no
tenen soluci6 en forma tancada, i encara que aixo0 és técnicament correcte, a la
seccio 3 es dedueix una soluci6 aproximada exacta. D’aquesta manera es mostra
clarament I'efecte dels parametres del model en el moviment de la pilota, la
qual cosa no és possible amb una solucié numerica. A la seccio 4 es calculen
solucions numeriques per verificar 'exactitud de la soluci6é aproximada. Estudis
experimentals sobre coeficients de fregament i d’elevacié han demostrat la seva
dependéncia de la rotacio, pero els estudis teorics generalment deixen aquests
coeficients com a constants. A la seccié 5 s’estén I'analisi feta per tal de tractar
el cas de coeficients variables. Finalment, es discuteix la qiiestio de sil’eleccio
de la pilota realment pot donar un avantatge a I’equip de casa.

2 Model matematic

El moviment d’una pilota de futbol esta descrit per la segona llei de Newton,
F = mX, on la forca F es compon de la gravetat i del fregament amb l’aire.
Per a una pilota que no gira, el fregament només actua en el sentit oposat al
moviment de la pilota. Per a una pilota que gira el fregament té dues components,
la resistencia en contra del moviment endavant i la forca de Magnus. La forca
de Magnus actua en la direccié perpendicular a la direccié6 del movimenti a
I'eix de rotacid. Aquesta forca es pot separar en dues components que denoten
moviment d’elevaci6é i moviment lateral; vegeu [1, 7]. Si la pilota es mou en la
direcci6 definida per la velocitat del vector © (on el barret indica el vector unitat),
aleshores es pot definir un segon vector I, que és perpendicular a ¥ pero que
roman en el mateix pla que ¥ i el vector gravetat, §. Notem que la component z
de I és positiva (i. e. apunta amunt). Un sistema orientat positivament es defineix
a través d'un tercer vector I x ¢. El sistema de coordenades i els vectors es
mostren a la figura 1. D’aquesta manera, la forca de fregament que s’oposa al
moviment, F4, actua en la direcci6 —7, 'aixecament F; actua en la direccié l'i la
forca lateral F, actua en la direcci6 I x 9. La forca total es defineix com

F=mg+F;+F +F;. (1)

Per tal de separar les components del gir s’han de definir dues velocitats
de rotacio: w; €s la velocitat al voltant de I'eix 1 i w; és la velocitat al voltant
de I'eix I x 0. Si només s’utilitza un eix de rotaci6 (per exemple com es defineix
a [10]), el qual esta contingut en el pla I, I x ¥, lavors l'eix fa un angle Q amb
l'eix I x ¥, on tanQ = w;/w;. Noteu que el problema plantejat aqui és més
general que l'estudiat a [2], on I'eix de rotaci6 esta contingut solament en el
pla x-z.



170 Timothy G. Myers i Sarah L. Mitchell

~>
<
~>
X
<D

=

/
/

r_

FIGURA 1: Sistema de coordenades.

Els signes de les forces depenen de quina convenci6 s’utilitzi. La forca de
fregament F; és obvi que actua en direccié oposada al moviment de la pilota.
Si es considera un gir lateral pur, aleshores l'eix z és I'eix de rotacié. Utilitzant
notacio estandard per a coordenades polars, com es mostra en la figura 1, amb
Y contingut en el pla x-y i mesurat des de I'eix x, i definint ¢y = wj, aleshores
la forca resultant Fs actua en la direccié negativa de x. Si només hi ha rotacio
endavant, llavors I'eix de rotacio6 és x i aleshores 0 = w; i la forca resultant F;
actua en la direccié negativa de z. Per tant, son certes les relacions segiients:

2

Aqui m és la massa de la pilota, A és la seva area transversal, p és la densitat
de l'aire, C; son els coeficients de fregament i

V| =/ (x2 + 32 + 22), 3)

onv = (x,vy,z) és el vector velocitat. El producte [ x ¥ actua en la direccio
negativa de x, de manera que no hi ha signe negatiu en I'’expressio de F;. Els
coeficients de fregament C; varien amb Re = p|v|D/u (on D és el diametre de la
pilota i u la viscositat de I’aire) i el parametre de rotacié Sp = Dw/(2|v]) [1, 5].
La variacio de C; respecte de Re mostra un canvi radical quan la pilota es mou
a través de la transicio laminar-turbulenta. Els resultats experimentals de la
posttransicio de [1] indiquen que Cy i C; varien amb Sp pero tenen poca variacio
respecte de Re; vegeu també [7]. Noteu que, com que C; i Cs apareixen a causa
del mateix efecte, tenen el mateix comportament. Com que la forca de Magnus
es descompon en dues components hi ha dues velocitats angulars, w; i ws.
Aleshores la variacié de C; i C; respecte de Sp significa que prenen diferents
valors si w; # w;. L’avantatge d'utilitzar dos coeficients de fregament és que
els diferents eixos de rotacié es poden diferenciar facilment. En particular, per
al gir lateral pur és w; = C; = 0 i per al gir endavant pur és ws; = C; = 0 (la
relaci6 entre w i C es discutira amb més detall més endavant).

Fa=-5pAlWlCad,  Fi=-SpAllGl,  E = pAlPClxo. @
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Els vectors unitat es poden definir en termes dels dos angles y, 6 amb les
relacions segilients:

U =sinfcosyi+sinfsinyj+ cos oK, (4)
i:—cos@coswi—cosesin(pj+sin9k, (5)
Ix®=—singi+cosyj. (6)

De manera alternativa els angles en termes de les components de la velocitat
cartesiana es poden expressar com a

) vyl z ) !
sin@ = —F-, cosd = —, smquiy , cosy =
lv] v vy
p

IR (7)

|Up|

on v, = (x,y) ésla projeccio de v sobre el pla x-y (vegeu figura 1).
L’equaci6 del moviment es pot escriure ara en termes de les components

2

% = —kalvl + kW gz 3 100, (8)
|vp| |vlﬂ|

5 = —kalvly g 2y g VE 5 ©
|vp| |v10|

Z=—g—kalvlz —kilvllv,l. (10)

Els coeficients escalats del fregament son k; = pAC;/(2m). Es tracta d'un
conjunt d’equacions diferencials ordinaries no lineals de segon ordre sense
soluci6 analitica. Es poden resoldre facilment de forma numerica i es pot fer
algun avenc analitic després de fer algunes suposicions raonables en relacio
amb el moviment de la pilota:

1. Els eixos es poden triar de manera que hom xuta la pilota principalment
en una direccio (tot i que pel viratge obviament es desviara). Per tant,
suposarem que la pilota és impulsada principalment en la direcci6 y.

2. El viratge dominant és en la direccio6 lateral, és a dir, la pilota es xuta
sobretot amb efecte lateral.

La primera suposici6 es tradueix en el fet que la velocitat en la direcci6é y ha de
ser significativament més gran que la velocitat en les direccions x iz, y > x, 2
i també que la pilota arriba més lluny en la direccié y. La segona hipotesi és
certa en general en el moviment d’una pilota de futbol, ja que normalment
I'efecte lateral és més gran que l'efecte endavant; en canvi en una pilota de golf
hom esperaria el contrari. L'analisi es pot adaptar facilment a I'’efecte endavant
pero com que aqui ens centrem en pilotes de futbol, I'efecte dominant que
suposarem és el lateral.
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3 Solucio de pertorbacio

Per tal de progressar analiticament adimensionarem el sistema fent el canvi de
variables .

X y z
=L Y=i Z=0, T=, (11)
on L; és la distancia en la direccié y a la porteria, T = Lp/v és l’escala del
temps que la pilota tarda a arribar a I'objectiu on v és la velocitat inicial
de la pilota en la direcci6 y i L3 = g12 és I'escala de distancia vertical. Les
lletres majuscules X, Y, T denoten les variables no dimensionals. I’escala de
distancia L; és, de moment, desconeguda pero observem que a causa de la
suposicié 1, L < Lo.

En primer lloc, considerem els vectors velocitat i els escrivim en termes de
les quantitats adimensionals

L. L3X2 1572 Ip. Ly L3X2 L.
R AR R ey ot =2y 1+ =22y, (12
vi=7 J vy 7 pl=" gy 1 ? (12)

on 71, > denoten les arrels quadrades. Hem aillat el factor L,Y/T ja que és el
terme més gran en ’expressio de la velocitat i aleshores 7,72 = O(1) (és a dir,
la seva magnitud és de I'ordre de la unitat).

X

ks | 0.013 k; | 0.004

ks | 0.0108 m | 0.45 kg

p 1 kgm3 | D | 022 | m

A | 0.039 m? v 25 | m/s
Ca 0.3 Cs | 0.25

G 0.1 Lo 20 m

TAULA 1: Valors tipics dels parametres; vegeu [1, 4, 12].

Ara podem escriure les equacions que regeixen el moviment com a

X = —kgLo XY + kiLz3—XZ + ks =21 Y?, (13)
12 Lir

. ) 1 o Ll’}’lz ..

Y = —dezy 1+ lengZ - k; XY, (14)
2 2

. . L3 >

Z=-1-kylorYZ - le—TlrzY . (15)

3

Per determinar L, observem que el moviment en la direccié x és produit ja sigui
per una velocitat inicial ja sigui per la component de rotacié en la direcci6 y.
Com que I'estudi se centra en el viratge causat pel gir, la velocitat inicial en
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la direcci6 x és zero, x(0) = X(0) = 0. El terme dominant a I'equacio (13) és
el terme que porta Y2 ja que els vectors velocitat estan escalats de manera
que 1,72 = O(1), L, = kSLg. Utilitzant els valors dels parametres de la taula 1
resulta que L; =~ 4 m, és a dir, hom espera que la pilota viatgi de 'ordre
de 4 m lateralment durant el seu vol. El terme dominant en I'’equaci6 (14) és
també el que porta Y2. Tenim kg = 0.013, kgL, = 0.26 i aix0 ho expressem
amb & = k4L,, que és un parametre petit (i €2 =~ 0.07). Els termes que porten
l'arrel quadrada 71, > contenen les ratios L?/L3 ~ 0.04, L3/L3 ~ 0.25, que
denotem per c1€2 i ¢ ¢, respectivament (noteu que kgL = Lf/L%). Finalment,
kiL3 ~ 0.03 = c36% i kjL5/L3 ~ 0.27 = c4é.
Ara les equacions son

X=-Yn [EX - C352X—Z. - YIY] , (16)
1’2Y 2

Y=-Yn |:EY—63£22+015271X:| , (17)
2 T2

Z=-1-Yr[eZ + cyerY], (18)

on

X2 72 / X2
71 =\/1+0152Y2+czeY2, Yo = 1+C152W' (19)

Notem que la hipotesi que hom xuta la pilota sobretot amb efecte lateral vol dir
que els termes k; apareixen a les equacions de X, Y amb un ordre més baix que
els termes kg (a través del coeficient c3). En I'equaci6 de Z I’enlairament és la
forca dominant després de la gravetat, per tant hi apareix amb un ordre O(¢).
Quan la rotacié endavant domina, I’escalat s’ha de canviar de manera convenient.

Un cop escrites les equacions en forma adimensional podem fer algunes
observacions sobre el comportament de la solucio, sense resoldre el sistema.
Per exemple, tots els termes de (17) tenen el parametre petit &, que indica
que el moviment dominant en la direccio Y esta descrit per I'equacio Y = 0 i
que el fregament, representat per ¢, té un efecte relativament petit. Com que
& = 0.26, obviar els termes amb ¢ podria portar a un error del voltant del 26 %.
El moviment en la direccié Z esta dominat per la gravetat. El moviment en la
direccio X esta dominat per la contribuci6 de Y (reflectint el fet que la forca
de Magnus és deguda a la diferéncia entre la velocitat equatorial i la velocitat
endavant, que és aproximadament Y). Tot i aix0, el més interessant és que, com
que 77 conté el terme £(Z/Y)?, la velocitat en la direccié Z contribueix a totes
les equacions. Es més, afecta 'equacio de X en un ordre &, i. e. per als parametres
que usem ara, no tenir en compte el moviment en la direcci6 Z pot portar a
errors del voltant del 26 %. Obviament aix0 pot tenir conseqiiéncies significatives
per a qualsevol experiment on s’utilitzi una analisi dos dimensional per modelar
el moviment tridimensional de la pilota. Aquest fet es discuteix amb més detall
a la secci6 4, de resultats.
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Les condicions inicials son que el moviment de la pilota comenca a 1’origen
i surt amb una velocitat (dimensional) (0, v,w). Noteu que la velocitat en
la direcci6 x sempre es pot suposar nulla, simplement definint I’eix v com la
direcci6 del xut en el pla x-y. En forma adimensional aquestes condicions s6n
X(0)=Y(0)=2Z(0)=0,X(0)=0,Y(0)=1,Z0)=W,onW = wT/L3.

Per tal de determinar una soluci6 de pertorbaci6 estandard basada en el
parametre petit & escrivim

X=Xo+eX|+&°Xo++ -+, Y=Yo+eY1+Yot- -, Z=Zo+eZ1+E*Zo+- - - (20)
La solucié fins a 'ordre O (£2) és
T2 [CZWZTZ T3 czT4]

X=—+¢ > —(3+2czW)€+ e (21)

2

2 9 2 T’
+ & —§C2W + 3c3W — 2coc4W €+

11
+ <6czW + 0 —2c5— L 4 2cocy

2 2

>L4 _13¢T?
12 120 |’

T ) T? T3  cT?
Y—T—e?+e [—(czw —2C3W)I+(2—C1+02W—C3)F— o1 | (22)

2 2 3
Z=WT—€+E|:—(W+C4)];+](;:|+ (23)

3

T2 T
+ &2 |:—C2W2(W + c4)I + (4W + 6¢4 + 3coW?2 + 20264W)E—

T4 T
—(3+3C2W+C2C4)ﬂ+ 20 .

Bray i Kerwin [3] estudien un sistema simplificat dos dimensional. L’'analisi
que fan es basa a igualar I’acceleracio6 al terme més gran dels membres de la
dreta de les equacions. A partir de les equacions (16) i (17) aixo redueix el
problema a

X=Y% Y =-eY? (24)
on cal remarcar que 7, = > ~ 1. Aplicant les condicions inicials resulta

Y:%1n|l+6T|, X:—%(Y—T). (25)

Per relacionar aquestes solucions amb les de les equacions (21) i (22) utilitzem
el desenvolupament de Taylor per a € < 1 i trobem

X=——-&e—+¢&—, (26)

Y=T—5T—+e—. 27)
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SifixemW = c¢; = 0a(21)i(22), per tal d’eliminar la dependéncia en Z i fer que la
soluci6 sigui bidimensional, llavors les solucions de x difereixen en I'ordre O(¢),
mentre que les solucions de y difereixen en I'ordre O(¢g?). La simplificacio de
tenir en compte només els termes més grans dels membres de la dreta de les
equacions permet posar de manifest correctament el comportament dominant,
pero en el cas del viratge lateral pot portar a errors en tots els termes posteriors.
Per tant, aquesta forma de soluci6 donara una aproximacié raonable en el
resultat numeric per a y pero una de molt més pobra per a x i I’error augmenta
amb ¢ (per exemple, si incrementem el valor de L»). Encara ens desviem més de
la soluci6 correcta pel fet de no tenir en compte el terme del moviment en Z.
Discutirem aix0 més endavant en el context de les solucions mostrades a la
seccio 4.

Tornem ara a les variables dimensionals X = x/L,, Y = v /L>, Z = z/L3,
T =t/T,onL; = kSLg, Ly = g7, T = Lo/v i Lo, v son la distancia i la
velocitat inicials en la direccié y. Les constants s’han d’expressar en termes
dels parametres dimensionals

k2 gsz klg klv2 wv
=kgyLo, =3 =< < = , = , W=—- (28
ETRtn AT QT ST T ghals gL, Y
La solucié dimensional és
2 242 2
XZM 1 kdvt—g t 4gwt + 6w , 29)
2 6v2
yewfi- fRa)
2 3 2

z:wt—‘gthr{IW;t—(deJrklv)vzt}. 31)

Noteu que, atés que les expressions son més aviat complicades, només les
escrivim fins a 'ordre O(¢) (els termes O (&) estan entre claus). En aquestes
expressions podem veure clarament I'’efecte que té cada parametre. L'equacio
per a y ens mostra que la distancia recorreguda és aproximadament propor-
cional a la velocitat inicial i al temps, pero que el fregament la redueix i que
I’accié del fregament augmenta amb el temps. En la direcci6é z la distancia
recorreguda ve determinada principalment per la velocitat inicial i la gravetat,
pero l'accio tant del fregament com de I'aixecament tendeixen a canviar-ho.
Altre cop, aquestes conseqiiéncies augmenten amb el temps. De totes maneres,
com que el viratge degut a I’efecte lateral és 'objecte principal d’aquest estudi,
I’equacio per a x és la més rellevant. En aquesta equacio6 veiem que, fins a I'ordre
principal, la distancia recorreguda en la direccié x és proporcional al coeficient
de fregament lateral k i també a (vt)2. El disseny de la pilota i les condicions
atmosferiques contribueixen a través de k; i, per tant, el disseny de la pilota és
molt important pel que fa al viratge. El producte vt és la primera aproximacio
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a la distancia recorreguda en la direcci6 y. La dependéncia quadratica indica la
importancia de xutar lluny de la porteria. Com més viatgi la pilota, més virara
(aix0 és ben conegut entre els especialistes de xuts lliures que sempre intenten
moure la pilota lluny de la porteria). Potser I'exemple més famos és la falta
llencada per Roberto Carlos contra Franca el 1997, que va produir una corba
espectacular al final del vol de la pilota. Aquest xut es va fer aproximadament a
35 m de la porteria; vegeu-lo a YouTube o [6]. El fregament frontal k; intervé
al primer ordre i actua reduint el viratge. Una caracteristica important de la
solucio és que el moviment vertical, a través de g i de w, també intervé al primer
ordre. La forma quadratica g2t? — 4gwt + 6w? és positiva sempre que w > 0
(i. e. la pilota no es xuta contra terra) i també actua per a incrementar el viratge.
Una analisi bidimensional no podra captar aquest efecte i la comparacié amb
les dades experimentals portara a una sobrepredicci6 de k.

A causa de les diferéncies pel que fa a la dependéncia respecte del temps
dels termes de les equacions (29)-(31), aquests termes seran menys precisos a
mesura que el temps augmenti. Aquest fenomen és ’anomenat efecte secular.
El collapse es produira quan els termes d’ordre O (&) passin a ser d’ordre O (1).
En el cas de I’equacio per a x aixo passaquant ~ 1/(kzv) = 3 s. Les equacions
per a v i z indiquen temps d'uns 9 s. Ja que el vol d’'una pilota de futbol és
tipicament d’un segon, aquestes aproximacions serveixen per a xuts raonables
i no cal considerar I’efecte secular.

4 Resultats numerics i analitics

FIGURA 2: (a) a 'esquerra, solucié numerica que mostra una trajectoria
dimensional d’'una pilota de futbol que ha estat xutada a I’angle de la
porteria; (b) a la dreta, representacions de x i z en funcio6 de y.

La soluci6é numerica de les equacions (16)-(18) s’ha calculat utilitzant la
rutina ODE45 de MATLAB. A la figura 2(a) es mostra una trajectoria tridimensional
d’una pilota xutada amb condicions inicials v = 25 m/s, w = 8.76 m/s, i a una



Matematiques del moviment d’una pilota de futbol 177

distancia de L, = 20 m de I'objectiu. L’elecci6 de w es va fer de manera que la
pilota acabés a prop del travesser de la porteria (com que seguim el centre de
massa de la pilota, ’alcada de la porteria es pren de 2.34 m, és a dir, I’alcada
estandard d’una porteria menys el radi de la pilota). Els altres parametres es
poden trobar a la taula 1. Per recorrer 20 m en la direcci6 y es tarden 0.9112 s
(sense fregament, t = 20/25 = 0.8 s). La figura 2(b) mostra la variacié de x i z
en funcié de y. De la corba de x es pot deduir que la pilota viatja uns 2.3 m,
amb una variacié aproximadament quadratica. En la direcci6 z I’altura de la
pilota augmenta fins que és a prop de la porteria, i aconsegueix un maxim de
0.4 m per sobre de la porteria. Per mostrar la trajectoria d’'una manera clara,
la figura 2 utilitza quantitats dimensionals. Quan sigui possible, en les figures
segiients, preferirem utilitzar quantitats adimensionals ja que fan més clares
les diferencies en el moviment. També permeten combinar resultats, com a la
figura 2, on les solucions de x i de y estan dibuixades a la mateixa grafica.

X 0.5

00

1k
Y

05r-

0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
z %0 e ——

0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

T
FIGURA 3: Trajectories adimensionals de X, Y i Z en funcié de T: solucio
numeérica completa (linia continua), solucié @(&°) (linia de punts), solu-
ci6 O(¢) (linia de punts i ratlles) i solucié @(&?) (linia discontinua). Els
valors dels parametres sén C; = 0.3, C; = 0.251 C; = 0.1.

A la figura 3 mostrem la variaci6é de X, Y i Z en funci6 de T, per a les
mateixes condicions que a la figura 2, pero en aquest cas s’inclouen les diverses
solucions de pertorbacié. En unitats adimensionals el temps de vol és T =
0.9112 x 25/20 = 1.14. La linia continua correspon a la solucié numeérica, la
linia de punts correspon a la pertorbacié d’ordre principal, la linia de punts
i ratlles correspon al primer ordre i la linia discontinua correspon al segon
ordre. En cada cas 'ordre principal dona una aproximacio raonable per a temps
petits pero perd exactitud rapidament. Per descriure el vol sencer, la soluci6
de pertorbacié per a Y és prou exacta fins al primer ordre, pero per a les
solucions de X i Z és menys exacta. Totes les corbes mostren una coincidéncia
excellent a 'ordre @(g2). Com que la soluci6é de segon ordre implica obviar
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termes d’ordre O(&3) ~ 0.02, es poden produir errors de I'ordre del 2 %. De
fet, I'error augmenta amb el temps i és clar que val zero per a T = 0 a causa
de la imposicié de la condici6 inicial. En la direccié X el maxim error entre la
solucié numerica i la de segon ordre és de quasi el 3% i aix0 passa al final del
vol. Aquest fet esta d’acord amb la discussio prévia segons la qual les solucions
aproximades comencen a collapsar-se a mesura que el temps avanca. Noteu
que la mateixa conclusio serveix per al problema dimensional.

05F
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03

0.2r

0.1

FIGURA 4: Comparaci6 de la solucié numerica (linia continua) i la solu-
ci6 de pertorbacio de segon ordre (linia discontinua) per a X: (a) amb
moviment vertical; (b) negligint el moviment vertical.

A la secci6 anterior s’ha discutit el problema aparent de negligir el mo-
viment vertical i, en particular, s’ha vist que aquest problema seria més evident
en el moviment en la direccid6 X. Recuperem ara un model bidimensional,
amb moviment només en el pla X-Y, a través de la solucié obtinguda posant
c2 =c3 =W =0 ales equacions (21) i (22). A la figura 4 es compara la soluci6
numerica (linia continua) i la solucié de pertorbacio6 (linia discontinua) per a X
fins al segon ordre. Les dues corbes etiquetades amb (a) inclouen el moviment
en la direcci6 Z i les etiquetades amb (b) ignoren aquest moviment en Z. Si
obviem el moviment en Z el viratge decreix entorn d’un 4.5 %. Aquest error
s’incrementa de manera no lineal a mesura que w augmenta: si doblem w
I'error augmenta en un 30 %. Aquesta observacio té conseqiiéncies obvies en la
interpretacio dels estudis experimentals. Per exemple, si comparem el model
dos-dimensional de [3] amb els experiments realitzats i l'utilitzem per calcular
coeficients de fregament, aleshores per compensar el fet de negligir el moviment
en la direcci6 Z el model predira valors més grans que els reals. A [2] se simplifica
el model matematic suposant que I’eix de rotacié roman en el pla X-Z i per
tant el terme Z de 'equacio6 (16) es pot negligir, tot i que es manté en 'equacio
de Y. Aquesta aproximacio sembla inconsistent i també afectara la prediccio
dels coeficients de fregament. Es important aleshores implementar un model
completament tridimensional quan vulguem calcular parametres experimentals.
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Un estudi bidimensional és possible pero, atés que no podem evitar la gravetat,
aquest hauria d’estar confinat en el pla Y-Z i utilitzar només el gir endavant.

4.1 Comparaciéo amb dades experimentals

A larticle de Carré et al. [4] es presenten un seguit de resultats per al moviment
d’'una pilota amb efecte o sense efecte. Les figures 4a, 4b i 4c de [4] mostren
una trajectoria tipica per a una pilota xutada sense efecte amb un angle inicial
d’uns 15° respecte de terra i amb una velocitat de xut en el ventall de 17-31 m/s.
Extreure informaci6 d’aquestes figures és un problema senzill d’ajust de corbes
(en aquest cas es va utilitzar la funci6 polyfit del MATLAB, que ajusta les dades
fent servir el criteri dels minims quadrats). Un ajust quadratic a les dades v (t)
de les trajectories de la figura 4b de [4] ddna

Yy =~ ag+ait +ant?, (32)

amb ag = —0.1785, a; = 17.591, a» = —1.237. Un ajust cubic a les dades z(t)
de la figura 4c de [4] déna

Z%b0+b1t+b2t2+b3t3, (33)

amb by = 0.0253, by = 6.287, b, = —6.294, b3 = 0.201. Els punts de dades es
mostren a la figura 5 amb asteriscs. Finalment, la figura 4a de [4] indica que
z(y) és de la forma

zZrco+ 1y + oy’ +c3yd, (34)

amb cp = 0.008, c1 = 0.371, c2 = —0.023, ¢c3 = 0.0001.
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FIGURA 5: Comparaci6 de les dades experimentals de [4] (asteriscs) i les
corbes d’ajust (linies continues).
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A partir d’aquestes relacions és un problema senzill determinar uns quants
dels parametres del vol de la pilota. Per exemple, ’angle inicial de xut, 0, el
podem determinar observant que

200 b _ 6.287

@nd =210y~ a4, ~ 17.591

~ 0.357. (35)

De manera alternativa tan 0 = dz/dy |y:0 = ¢y =~ 0.371. Aquests dos resultats
ens diuen que I'angle inicial del xut és 0 ~ 19.65 o 20.35, amb una mitjana
aproximada de 20° (una mica més alta que la citada en l’article). La velocitat
inicial en les direccions vy, z és (v(0),z(0)) = (ai,b1) = (17.591,6.287) i

d’aquesta manera la velocitat inicial |v| = \/a3 + b? ~ 18.68 m/s, que forma
part del rang esmentat.

La comparaci6 entre els ajusts de les corbes (32) i (33) i les solucions de
pertorbaci6 de (30) i (31) ens permet obtenir informacié addicional sobre el
xut. En primer lloc, podem observar que tant v com z haurien de comencar a
I'origen, que és el cas per a la soluci6 de pertorbacio, pero I'ajust de les corbes
indica un petit error. Tot i aix0, els termes rellevants by, cg son petits. Els valors
de (v, w) s’obtenen prenent (y(0),z(0)) ales equacions (30) i (31) i, obviament,
(v,w) = (a1, b1). El coeficient de fregament k; es pot obtenir comparant els
termes quadratics a les expressions de y

_kdv2
2

=ap = ka = 0.008 (36)

que té un ordre de magnitud similar al citat a la taula 1. Les expressions de z ens
donen I'eina per comprovar aquest valor; comparant els termes cubics s’obté

kagv
6

que, permetent errors experimentals i errors en I’ajust de corbes, esta d’acord
amb la primera estimacio. A [4] s’afirma que aquesta trajectoria és tipica dels
casos sense efecte, i, per tant, k; = 0. Hi ha una tercera manera de determinar k :
comparant termes quadratics en les expressions de z. Aix0 ens porta a un valor
de k; ~ 0.025, un resultat que no coincideix amb els trobats anteriorment. De
totes maneres, deixant k; # 0, els termes quadratics es poden utilitzar per
determinar k; = 0.0061 quan k4 = 0.008, i k; = 0.0065 quan k; = 0.007.

A la figura 5, part superior, es comparen les dades experimentals amb la
funcié quadratica de I’equacio6 (32) per als valors citats de a;. Aixo és equivalent a
dibuixar la soluci6 aproximada (30) amb v =17.591 m/s, k4 =0.008. Clarament
la coincidéncia és molt bona. A la figura 5, part inferior, es comparen les dades
experimentals amb la funci6é cuibica donada per I'equaci6 (33) per als valors
citats de b;. Aix0 és equivalent a representar la solucio6 (31) amb w =6.287 m/s
i k;=0.007. Una altra vegada, la concordanca és excellent.

En resum, les funcions suggerides per les solucions de pertorbacié poden
donar una concordanca excellent amb les dades experimentals. Comparar els

= b3 > ka = 0.007, (37)
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coeficients de la corba ajustada amb les solucions de pertorbacié ens permet
calcular els coeficients de fregament (i també es pot utilitzar per determinar les
velocitats inicials si son desconegudes). Com a exemple, s’han fet servir les dades
donades a [4] per determinar els parametres del vol de la pilota, que indiquen
un angle inicial d’'uns 20° (en contra dels mencionats 15°), un coeficient de
fregament k4 € [0.007,0.008] i un coeficient d’alcament k; € [0.0061,0.0065].
Es particularment interessant el fet de I’aparicié d'un coeficient d’enlairament
diferent de zero en el cas d'un experiment aparentment sense efecte. Atés que
les equacions ens donen tres maneres de calcular k; en abséncia de rotacio
i que dos d’aquests camins s’assemblen forca, sembla que el problema no es
troba en les equacions. En conseqiiencia podem deduir que les grafiques han
estat mal presentades (de fet, només es donen com una soluci6 «tipica»), o bé
que s’ha generat una petita rotacié durant el vol, potser a causa de la posicio
inicial de la costura o de la valvula.

5 Coeficients de fregament

Fins ara I'analisi ha tractat amb coeficients de fregament constants. Tanmateix,
els estudis experimentals han mostrat que Cg4, C; i C; varien amb el coeficient de
rotacio Sp = Rw/|v] i, d’alguna manera (si la fluctuacié de I’aire és turbulenta),
amb el nimero de Reynolds. Durant el vol d’'una pilota la velocitat angular
disminueix a poc a poc [10]. Aix0 es pot observar en els resultats experimentals
de [9] i llavors la velocitat angular es pot prendre com a constant, pero la
magnitud de |v| disminueix pel fregament i, per tant, Sp augmenta.

Existeix un gran nombre d’estudis experimentals que mostren la variacio
de Cs (o de C;) amb Sp; vegeu, per exemple, [1, 5, 9, 11]. Goff i Carré [7]
resumeixen els resultats experimentals de Asai et al.[1]i Carré et al.[5]. Observen
que, com que C; i Cs sorgeixen del mateix procés, son equivalents (alguns autors
no separen el coeficient d’enlairament en components i prefereixen treballar
amb un de sol definit en un eix apropiat de rotacio; vegeu, per exemple, [10]).
Els resultats experimentals indiquen que C; i C; augmenten amb la rotacio fins a
estabilitzar-se al voltant de Sp = 0.3. Els valors reals varien amb els experiments
i, com es mostra a [11], amb diferents tipus de pilota, pero tipicament varien
entre 0 i 0.35 quan Sp augmenta de 0 a 0.3 [1, 4, 9, 12]. Com que en aquest
estudi ens centrem en I'efecte del gir, en els calculs despreciem la regi6 on Sp
és molt petit (per sota de 0.1) i utilitzem una aproximacio6 a trossos de la forma

s =

(38)

Coo (1+ 2(Sp - Spo)), 0.1 <Sp<0.3,
Coo (1+ 22(0.3 - Spo)) = Com,  Sp > 0.3,

0
on el gradient m; = 0.8, Cso = 0.25 és el coeficient quan Sp = Spg = 0.15/0.8 i
Csm = 0.34 és el valor constant maxim de Cs. El coeficient de fregament ks = kgg

s’escriu com a
pACsO

kso = 2m
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La forma lineal, sense el truncament, també havia estat utilitzada per Horzer
et al. [10]. El coeficient de fregament C; mostra una dependéncia menor respecte
de Sp i, per tant, com a primer intent per modelar els coeficients variables
permetem que Cs varii mentre que deixem constant Cj.

A causa de '’equivaléncia de C; amb C;, només estudiem 'efecte de variar
una d’aquestes quantitats. Aixo és encertat, ja que, com hem comentat a la
secci6 anterior, ’analisi hauria de ser tridimensional (llevat que la limitéssim
al pla y-z i imposéssim només gir endavant). Si permetem que tant C; com
() variin, aleshores la pertorbaci6 sera extremament complicada de tractar. En
comptes d’aixo, estudiem el cas de gir lateral pur, fixant C; = k; = 0 mentre C;
ve donat per I'equacio6 (38). El model adimensional es redueix aleshores a

.. . L3
X=-Yn [dezx ksodbs 2:1 ] : (39)
2
LlTl
Y=-Yn [dezY + k50¢57X:| (40)
Z =-1- deleYZ, (41)
on
1+ &(Sp—-Spo), 0.1<Sp<0.3,
5= ‘{cm G0 (42)
Coo Sp > 0.3,
i
Dw Dw
Sp=—-= ~. 43
p 2lv]  2nvY 43)
Definim
b1 msRw m;Sp,
+ o, === =1- 44
bs = "y b2 b1 Coov b2 Coo (44)

Per recuperar el cas de gir constant les condicions fixades son ¢p; = 01i ¢ = 1.
Mantenint les definicions anteriors per als parametres petits (pero amb kg
substituit per ksg), les equacions es poden escriure com a

X=—le[eX—(¢1 +<i>) ] (45)
Y=-Yn [EY + i€ ( ¢>1 + <I)2) ] (46)
Z=-1-enYZ. (47)

El gir variable és representat pel terme que inclou ¢; el qual apareix amb I’ordre
dominant a I'equacio de X. Aixi doncs, hom espera que el gir variable tingui
un efecte significatiu en el moviment en X. Tot i aix0, ¢b; i X només apareixen
a les equacions de Y i Z amb el segon ordre i, per tant, hom espera que el gir
variable tingui poc efecte en el movimenten Y, Z.
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Utilitzant una pertorbaci6 estandard, fins a 'ordre ©(¢) les solucions sén

2 2 2
X=(¢1+¢2)% +5[C2W (¢14+ 2¢p2)T° s
3 4
_(¢1(2+CZW)+¢2(3+2C2W))%+ c2(¢1 ;42¢2)T ]
T2 TZ WT2 T3
Y:T_fz, Z:WT_2+E|:—2+6] (49)

Observant que k; = 0 resulta que c3 = ¢4 = 0 i aleshores les solucions de Y i
de Z anteriors corresponen a les equacions (21)-(23) fins a 'ordre @ (&), mentre
que la soluci6 de X difereix de I'’equacio (21) en I'ordre dominant.
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FIGURA 6: Trajectories adimensionals de X, Y i Z en funci6 de T per a
C, variable (amb w = 50): soluci6 numeérica completa (linia continua),
solucio O(&%) (linia de punts) i solucié O(¢) (linia de punts i ratlles):
(@) L, = 20; (b) L, = 30 m.
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La figura 6 mostra una comparacié entre les solucions numeriques i de
pertorbacio del model incloent-t’hi el gir variable. La figura 6(a) té les mateixes
condicions inicials que s’havien fet servir a la figura 3, pero ara amb C; variant
d’acord amb I'equaci6 (38) i w = 50rad/s. La linia continua és la solucio
numerica i les linies discontinues indiquen diversos nivells de la soluci6 de
pertorbaci6. La corba X mostra que al final de la trajectoria la pilota s’ha
mogut una mica menys de 0.6 unitats adimensionals, que correspon a una
distancia dimensional de 0.6k50L§ ~ 2.59 m. Com que el viratge dimensional
és proporcional a Ly, a la figura 6(b) es representa el mateix xut pero ara a una
distancia de 30 m. El canvi de L, prové d’'un augment de € = k4L i aixi s’espera
que la soluci6 de pertorbaci6 perdi precisi6. Aixo és clar observant la figura,
tot i que la solucié O(¢) és relativament precisa (podriem augmentar aquesta
precisio trobant el terme O(&?)). El viratge dimensional al final del recorregut
ara és d’'uns 4.86 m. Aquest valor és quasi el doble del corresponent a un xut
des de 20 m i prové de la dependéncia aproximadament quadratica respecte de
la distancia.

A la figura 7(a) hi ha dibuixades quatre corbes corresponents a w = 30, 40,
50, 60 rad/s i L = 30 m (amb la resta de condicions com a la figura 3). Tal
com s’esperava, augmentar w fa augmentar el moviment lateral de manera
que X (1) varia de 0.298 a 0.44 quan w augmenta de 30 a 60 (i dimensional-
ment de 2.9 m a 4.3 m). Obviant el fregament variable, I'equaci6 (29) indica que
I'increment hauria de ser aproximadament lineal x oc k. Incloure la variacio
del coeficient de fregament, amb truncament, fa que I’augment sigui no lineal.
Per exemple, quan w augmenta de 30 a 40, X(1) augmenta en 0.052 (dimen-
sionalment 0.5 m), pero augmentant w de 50 a 60, X (1) augmenta només en
0.04 (dimensionalment 0.4 m). Un augment de w superior no produira gaire
variacié en el moviment. Ens pot ajudar a entendre aixo la figura 7(b) que
mostra la variacié de Cs al llarg de la trajectoria: amb w = 30 o 40 el valor
de C; sempre augmenta. Quan w = 50 el valor de C; es torna constant cap
al final del vol i per a w = 60 és constant durant la meitat del temps de vol.
Per tant, qualsevol xut amb w > 60 donara un resultat similar al de w = 60.
Duent a terme aquest estudi va sorgir la pregunta de que és el que presenten
exactament els diferents grups de recerca quan dibuixen les corbes C; — Sp. En
particular no queda prou clar com s’interpreta Sp = Rw/|v]|. Els experiments
de Asai et al. [1] i de Passmore et al. [12] consideren una pilota fixada en un ta-
nel de vent en el qual w i v romanen constants, de manera que Sp pren un
unic valor per a cada experiment. El fregament i la forca lateral es mesuren
directament, un fet que després permet calcular els coeficients de fregament
a través de I'equacio (2). Experiments més «realistes» consideren un xut real
d’'una pilota en un entorn controlat i després calculen els coeficients adaptant
les dades a algun model matematic. Per exemple, Bray i Kerwin [2] monitorit-
zen el vol d’'una pilota amb dues cameres. Les equacions del model es resolen
i s’iteren, utilitzant coeficients de fregament com a parametres variables
fins que es troba una bona correspondéncia amb les dades experimentals.
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FIGURA 7: (a) a la part superior, trajectories adimensionals de x en funcio
de t per a Cs variable; (b) a la part inferior, grafiques corresponents
a Cs en funci6 Sy, la linia discontinua representa I'equacio (38), la linia
continua gruixuda és la variaci6 de Cs al llarg de la trajectoria.

Amb aquest metode es determinen valors constants per al fregament frontal i
lateral per a un xut donat. De totes maneres, com que aquests valors provenen
d’ajustar la trajectoria sencera, on Sp és una funcio creixent, els coeficients
han de ser alguna mena de mitjana per al xut especific. Carré et al. [4] fan
servir una tecnica semblant on els coeficients de fregament s6n mitjanes, pero
les grafiques es fan a partir del valor inicial de Sp (d’aquesta manera s’evita
la confusi6 en la variacio de Sp). Goff i Carré [7, 8] escullen coeficients de
fregament per tal de minimitzar I'’error de minims quadrats entre la soluci6
numerica i les dades dels experiments, pero per reduir la variacié de Sp limiten
les dades als primers 0.07 s de vol. Griffiths et al. [9] utilitzen un sistema
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precis de seguiment de la pilota pero calculen els coeficients amb la férmula de
Wesson [14], que suposa el fregament constant. Per tant, les diferents dades
que es donen mostren valors de C; i Sp reals o bé poden ser valors mitjans
sobre una trajectoria donada (amb diferents metodes de fer la mitjana). La
figura 8 presenta dos grups de corbes, les corbes de sota corresponen a Cs
variable amb L, = 30 m. La linia discontinua representa la trajectoria fins a
t = 1.655 s (per acabar a y =~ 30 m) i la linia continua acaba a t = 0.693 s (al
voltant de v = 15 m). Les corbes de la part superior utilitzen un valor constant
de Cs = 0.307, que va ser escollit per fer coincidir el resultat de la variable C;
després de 1.655 s. La grafica es presenta dimensionalment, ja que totes les
modificacions d’escala depenen de la tria de Cs. Totes les altres condicions
son les mateixes que en cas de w = 50 rad/s de la figura 7. La caracteristca
important és que per a temps diferents de 1.655 s la corba constant de Cs té
una quantitat de viratge diferent, fet que indica que si s’utilitza un valor mitja
per a Cs, aleshores el seu valor variara amb la distancia del punt de xut (a la
figura els xuts de 15 m mostren una diferéncia de 10 cm en el viratge). Aixo és,
si totes les altres condicions estan fixades, ajustant un valor constant de C; a
les dades experimentals, llavors obtindrem un rang de valors de C; per a xuts
fets a distancies diferents.

[ x(m)
5r ;5;‘ 7

Constant Cs %"
37 \ ,»,:""::) ]

oL .~ Variable Cy 1

1+ il
0 L - v v v
0 5 10 15 20 25 30

FIGURA 8: Comparacio de trajectories per a C; variable i per a C; constant.

6 Discussio

En aquest treball hem estudiat les equacions tridimensionals per al moviment
d'una pilota de futbol durant el vol. La solucié numerica és trivial pero aquesta
no mostra la dependéncia del problema respecte dels parametres. Per aquest
motiu, s’ha desenvolupat una solucio6 de pertorbaci6 que ha resultat molt precisa
quan es compara amb la solucié numerica. En I’obtenci6é d’aquesta solucio el
canvi d’escala s’ha basat en la hipotesi que els jugadors de futbol donen més
efecte lateral que per sobre (o per sota) a la pilota. Aix0 es podria canviar
facilment si estudiéssim, per exemple, el moviment d'una pilota de golf, on
I’efecte per sobre o per sota és el dominant. L’analisi realitzada ha permeés fer
un seguit d’observacions sobre el moviment de la pilota.
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Les aproximacions analitiques mostren que a I’ordre principal el moviment
lateral és proporcional al coeficient de fregament lateral k; i a la distancia (vt)?.
Aix0 explica el motiu pel qual els xuts de falta fets de més lluny tenen més
viratge. Fins al primer ordre en el parametre petit, el moviment en cada direccio
esta descrit per una equacio de grau 4 com a maxim en el temps. Els estudis
experimentals sovint aproximen les dades amb un polinomi. Per exemple, Carré
et al. [4] mostren una concordanca excellent amb les dades experimentals su-
posant que la x varia quadraticament amb t. Aixo esta d’acord amb el resultat
referent a I'ordre principal d’aquest estudi, x = ks(vt)?/2, i permetra copsar
correctament el comportament dominant i la soluci6 per a temps petit. Bray
i Kerwin [2] suposen una dependéncia quartica per a X, y, z: com que una
quartica conté més coeficients, hom pot ajustar les dades experimentals amb
meés precisio. Aquesta funcidé esta en concordanca amb 'expressié de primer
ordre. Per aquesta ra0 els resultats que presentem aqui no es van comparar
inicialment amb dades experimentals: molts estudis han mostrat que les da-
des poden ser ben aproximades per funcions quadratiques o quartiques. Com
que els resultats prenen aquesta forma, es pot obtenir una bona concordanca
simplement escollint els coeficients adequats (i aixi deduint els valors dels
coeficients de fregament). De totes maneres, pel suggeriment d’un revisor, hem
comparat els resultats amb els de [4]. Aixi s’ha vist que hi ha la concordanca
esperada i s’han pogut determinar d’'una manera senzilla els parametres del
vol. De fet, aix0 mostra d’alguna manera que les equacions poden ser conside-
rades indulgents en el sentit que un model poc precis pot donar encara una
bona concordanca amb dades experimentals. Negligint termes, per exemple,
estudiant només el moviment bidimensional, portara a la mateixa forma de
soluci6 que el sistema tridimensional, pero els coeficients polinomials seran
diferents. Com a conseqiiéncia, un estudi numeric d’'un conjunt d’equacions
lleugerament incorrecte sera capa¢ de donar una bona concordanca amb les
dades experimentals, pero els coeficients de fregament calculats amb aquesta
soluci6 seran diferents del seu valor real. Per illustrar aquest fet, combinem
les equacions (29) i (30) per tal de determinar una expressio de x com a funci6é
de vy, precisa fins a I'ordre O(¢),

2 2 24,2
x:w[u{w_zgwyﬂyﬂ, (50)

2 v2 3v3 6v4

on els termes @ (&) estan entre claus. A 'ordre principal, es pot observar el
fet ben conegut que x varia, de manera aproximada, quadraticament amb .
A mesura que el temps avanca, i d’aquesta manera y, el terme @ (&) creix en
importancia i fa que el vol es desvii de la forma quadratica i aquesta desviaci6 és
descrita per una quartica. El coeficient correcte de y? en I'’equacié anterior
és ks (1+w?/v?) /2. Donat un polinomi que s’ajusti amb les dades experimentals
i donats valors inicials de les velocitats v i w, és possible calcular k¢ simplement
comparant els coeficients polinomics adequats. De totes maneres, si el model
matematic negligeix el moviment en z (fixant w = 0 a (50)), aleshores la predicci6
de ks estara afectada per un factor 1 + w?/v? respecte del seu valor real.
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Aleshores obviament s’ha d’anar amb compte a I'’hora de triar el model
per tal d’obtenir els coeficients de fregament a partir de dades experimentals
tridimensionals. Si la pilota és llancada en un camp gravitacional (cosa més aviat
dificil d’evitar) amb efecte lateral, aleshores s’hauran d’utilitzar les equacions
tridimensionals al complet, ja que la velocitat vertical té un efecte important en
el moviment lateral. L’excepci6 a aquesta norma és quan la pilota és llancada
amb velocitat zero en la direccié x i només amb efecte per sobre (o per sota);
aleshores un estudi bidimensional en el pla y-z sera suficient. Com que C;
apareix pel mateix efecte que C;, només s’ha de determinar una d’aquestes
dues quantitats i 'experiment dos-dimensional ens donara tota la informacio
necessaria.

En la secci6 final s’ha investigat 'efecte que té la variacié de C; (o () a causa
del gir durant el vol. Els estudis numerics generalment suggereixen un valor
constant, sovint escollit per donar el millor ajust a les dades. Els resultats en
aquest estudi mostren que la variacié de C; provoca un canvi en relaci6 amb
les trajectories predites. Tot i que és possible triar un valor constant mitja,
aquest valor variara amb la llargada de la trajectoria. Com que el coeficient
de fregament és una funci6 de la pilota i de les propietats de I'aire, i no de la
llargada del vol, aquest resultat és fisicament poc realista. Un problema que va
sorgir en aquesta part de I'estudi va ser la interpretaci6é del gir. Per determinar
C; en termes de Sp es pot realitzar un experiment on la trajectoria de la pilota
de futbol se segueix amb algun equip de captura de moviment. La comparaci6
amb els resultats del model matematic porta a un valor de Cs per a un Sp donat,
per a cada experiment. De totes maneres, com que Sp, de fet, creix durant el
vol no és clar queé es vol dir amb el valor citat. Excepcions a aquesta norma séon
els experiments duts a terme amb una pilota immobil en un tinel de vent, cas
en que Sp es pot mantenir constant; vegeu, per exemple, [1, 12].

El salt ben conegut en el coeficient de fregament, que pot produir una rotaci6é
en sentit contrari en altres esports, no s’ha considerat en aquest article ja que el
moviment d’una pilota de futbol té lloc per a valors del nimero de Reynolds per
sobre de la transicio6 [10]. De totes maneres, val la pena fer notar que la transicio
té lloc per a valors de Re més alts com més llisa és la pilota. Com que la densitat
de l'aire disminueix amb l’altitud (i per tant, també ho fa Re), aixo podria ser
un factor important en el moviment d'una pilota llisa en estadis situats a molta
altitud, com ara el de Johannesburg. De fet, durant la Copa del M6n del 2010,
en que es va fer servir la pilota Jabulani (una pilota llisa sense costures), hi va
haver moltes critiques sobre els vols aparentment erratics de les pilotes. Per
exemple, el seleccionador d’Anglaterra, Fabio Capello, va afirmar que la pilota
es comportava d'una manera estranya a gran alcada sobre el nivell del mar; el
davanter brasiler Fabiano va afirmar que canviava de manera imprevisible de
direcci6 quan anava per l’aire; vegeu [15].

A continuacio es discuteix si I’eleccio de la pilota pot donar algun avantatge
a un equip, i en particular si I’altura hi pot intervenir. De I'equacio6 (29) es pot
veure que el viratge en la direccié x és proporcional a k; = pAC,/(2m). El valor
de la densitat de l'aire p decreix amb l’altitud. En estadis a gran altitud, com el
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de Johannesburg, a 1800 m, p = 1.04 kg/m3 és aproximadament un 20 % més
baixa que a nivell del mar, p =~ 1.29 kg/m3. Per tant, un equip acostumat a jugar
a nivell del mar esperara un 20% més de viratge. Per illustrar la diferéncia més
clarament, a la figura 9 es mostren tres trajectories per a xuts idéntics amb
p =1.04,1.1911.29 kg/m? (els dos ultims valors son els adequats per a Madrid
i Barcelona, respectivament). Els valors inicials sén v = 36 m/si L, = 35 m, el
coeficient de fregament és constant, C; = 0.34, i les altres condicions sén les
mateixes que en les figures prévies. Si la pilota es xuta inicialment a nivell del
pal de la porteria, aleshores una velocitat en la direccié x de —15.16 m/s porta a
un gol només a nivell del mar, quan p = 1.29 (utilitzem aqui la solucié numerica
ja que x no es va incloure en la soluci6é de pertorbacio i de passada aquest
xut verifica la solucié de pertorbaci6). El mateix xut fet a Madrid passaria de
llarg de la porteria uns 1.3 m mentre que a Johannesburg fallaria per uns 3.3 m.
Horzer et al. [10] van predir un comportament similiar a les seves solucions
numeriques.

L’avantatge de la soluci6 analitica presentada en aquest article és que no
només mostra explicitament I’efecte de la densitat de I'aire, sin6 que també
mostra la dependéncia respecte d’altres variables. Per exemple, com que el
viratge és proporcional a pACs, el canvi en el comportament de la pilota degut
a I'altitud es pot obtenir canviant el coeficient de fregament. La trajectoria
per a p = 1.29 a la figura 9 pot fer-se identica a la corba de p = 1.04 posant
Cs =1.04 x 0.34/1.29 = 0.274. Aix0 és un tema important actualment per als
fabricants de pilotes de futbol (impulsat per la Copa del Mén de Sud-africa
del 2010) que volen fabricar pilotes que tinguin el mateix comportament a
diferents altituds.

—4

FIGURA 9: Diferencies en trajectories a diferents altituds.

Finalment, queda la pregunta de si aquesta analisi pot marcar diferéncia
a la practica. La soluci6 analitica mostra clarament els factors que afecten el
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vol de la pilota. Posa de manifest que els equips que juguen a la costa estan
acostumats a un viratge més gran que els equips que juguen a grans altituds,
ja que la densitat de I'aire o la rugositat de la pilota redueixen el viratge. En
conseqiiencia, després de la reunié que va tenir lloc a Johannesburg el gener
del 2011 es va suggerir que el Bidvest Wits utilitzés una pilota llisa per als
partits ja que d’aquesta manera s’aconseguiria el comportament més allunyat
del que esperen els equips que normalment juguen en altituds més baixes. En
canvi, en els entrenaments per a partits a fora haurien de fer servir una pilota
rugosa. Els equips de costa haurien d’aplicar ’argument contrari i triar pilotes
rugoses quan han de jugar amb equips d’altituds grans. Es clar que no es poden
predir tots els factors que afectaran la sort dels equips, pero val la pena de
notar que abans de la reuni6 de Johannesburg els Wits no havien guanyat en
vuit partits consecutius. En el seu primer partit a casa després de la reunio,
que van jugar amb un equip de costa, van guanyar per 6-0. Fins al final de la
temporada 2011 van perdre només un partit a casa, que va ser un partit de
Copa, on I'equip de casa no pot posar la pilota. Desafortunadament, no ho van
fer tan bé en els partits fora de casa.
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Series de potencies (aleatories)

JoAQUIM ORTEGA-CERDA

Resum: La construccié de funcions aleatories amb propietats interessants és un tema
de llarga tradicié en les matematiques. Darrerament, i resseguint 1’estudi dels valors
propis de matrius aleatories, s’esta duent a terme 1'estudi dels zeros de polinomis i
funcions aleatories holomorfes.

Paraules clau: polinomis aleatoris, funcions analitiques gaussianes.
Classificacié MSC2010: 30B20, 26C10, 30C15, 15B52.

1 Introduccio

En I'analisi d'una funcio6, és freqiient descompondre-la en superposicié de
funcions simples i aquesta descomposicio s'utilitza per arribar a esbrinar
propietats de les funcions. Aixo és la base de I'analisi de Fourier, de les séries
de potencies, de les ondetes, de les séries de Dirichlet, etc.

El procés invers, la sintesi, construeix funcions a partir de la superposicio
de funcions simples per tal d’obtenir funcions amb propietats desitjades.

Un exemple classic és la funcié de Weierstrass:

f(x)=> a"cos(b"x),

nx=1

amb a < 1iab > 1. Aquesta és una funcié continua a R no derivable en cap
punt.

De vegades, no sabem com triar els coeficients per fer una combinaci6
de funcions simples amb propietats desitjades i el que fem és triar a ’atzar!
Aquest ha estat un mecanisme popular en la segona meitat del segle xx utilitzat
per generar funcions amb propietats prefixades. Un exemple paradigmatic es
troba en el llibre de Kahane de séries de funcions aleatories; vegeu [8].

Article basat en la lli¢6 inaugural del curs 2014-2015 a la Facultat de Matematiques i Estadistica
de la Universitat Politécnica de Catalunya.
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Estudiarem ara un problema aleatori diferent. Volem generar punts aleatoris
amb unes certes propietats de densitat i separaci6 prefixada. Una forma de
generar-los que ha guanyat popularitat en la darrera decada (vegeu [6, 13]),
tot i que hi ha antecedents molt més antics com ara [7, 9], és la seglient: es
tracta de triar polinomis, o, més generalment, funcions analitiques, mitjancant
una elecci6 aleatoria dels seus coeficients de forma independent i observar
els zeros d’aquests polinomis. Els punts aleatoris generats d’aquesta manera
tenen propietats estadistiques de repulsio local molt interessants que han fet
que siguin estudiats com a possibles models fisics de particules amb repulsio
(fermions); vegeu [1].

2 Els polinomis de Kac

Comencem amb un cas senzill. Considerem el polinomi aleatori:!
pn(z) =ap+aiz+---+anz",

onaj, j = 0,...,n son variables aleatories independents ideénticament dis-
tribuides, aj = Nc(0,1). Calculem els zeros de pn: z1,...,2n. Quina és la
seva distribuci6? Podem observar-ne un exemple a la figura 1. En aquest cas
sembla clar i es pot demostrar que els zeros d’aquests polinomis es concentren
uniformement distribuits entorn del cercle unitat de forma majoritaria. Aquests
son els anomenats polinomis de Kac.
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FIGURA 1: Els zeros dels polinomis de Kac.

1 Marquem en negreta els elements aleatoris.
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En aquest tipus de resultat, el fet que a; sigui una variable aleatoria normal
és molt convenient des d'un punt de vista técnic, pero no és imprescindible.
De fet, hi ha resultats anomenats d’universalitat que garanteixen que, inde-
pendentment de la tria de variables aleatories per als coeficients, sempre que
siguin independents i idénticament distribuides, els resultats seran molt simi-
lars. Si aquestes fossin totes les possibilitats, I'intereés acabaria aviat. El que és
rellevant és la normalitzaci6é que triem dels coeficients. Veurem que, aleshores,
el resultat varia molt substancialment.

Considerem una variant dels polinomis de Kac. Triem els polinomis aleatoris
(dits de Weyl) amb una normalitzaci6 dels coeficients diferent:

an

z ——+—z+ s+ —=2z",
onaj, j=0,...,n son variables aleatories independents idénticament distri-
buides aj =~ Nc(0,1). Calculem els zeros de pn: z1,...,2n. La seva distribucio,

que observem en la figura 2, sembla ara repartir-se en un disc de radi /7, on
n és el grau del polinomi.

Polinomi de Weyl de grau 50 Polinomi de Weyl de grau 100

b S hAbVonso o

8 -6-4-20 2 46 8

Polinomi de Weyl de grau 200

-1%5-10 -5 0 5 10 15

FIGURA 2: Els zeros dels polinomis de Weyl.

La diferéncia en la distribucié dels zeros, entre els polinomis de Kac i els
de Weyl, es pot explicar per la ra6 que les funcions f,(z) = z" formen una
base ortonormal de I’espai de Hardy de funcions holomorfes en el disc unitat
amb norma || £112 = fy | f(e>™®)|2d0 i, en canvi, les funcions gn(z) = z"//nl,
utilitzades en la definicio dels polinomis de Weyl, formen una base ortonormal
de I'espai de Fock de funcions enteres g tals que [|g||2 = [ |g(z)]2e~ 12" dm(z).
Tant I'espai de Hardy com I'espai de Fock sén espais de Hilbert de funcions amb
nucli reproductor, i veurem que la distribucié dels zeros de les funcions
aleatories aixi construides es pot calcular a partir del nucli reproductor.
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Véiem abans alguna caracteristica en comu que tenen els zeros de les
funcions analitiques aleatories independentment de la normalitzaci6 triada.

La distribuci6 dels punts dins del disc (o a prop del cercle, en el cas dels
polinomis de Kac) no és arbitraria. Fem un zoom dels zeros dels polinomis
de Weyl i comparem-los amb el mateix nombre de punts, pero distribuits
uniformement i independent en el quadrat [—15,15] x [—15,15], com hem fet
en la figura 3.

Zeros de polinomi aleatori Punts unif. distribuits

FIGURA 3

Observem que els zeros dels polinomis aleatoris semblen tenir més «es-
tructura» i exhibeixen una repulsi6 local. També s’observa que no hi ha forats
notables. Tot plegat sembla una disposiciéo més uniforme.

Compararem aquest procés de punts aleatoris amb un altre de ben conegut,
el procés de Ginibre. Consisteix a prendre una matriu de dimensié n x n
amb tots els seus coeficients que siguin variables aleatories idénticament
distribuides i independents amb distribuci6 gaussiana: N¢(0,1) i a observar
els valors propis d’aquesta matriu.
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Ginibre a [2] va estudiar I'espectre d’aquesta matriu (que diagonalitza amb
valors propis diferents fora d'un conjunt excepcional de matrius de probabilitat
zero). Va observar que els valors propis son punts en el pla complex amb una
distribucié molt similar als zeros dels polinomis de Weyl. En la figura 4, veiem
de prop la distribuci6 dels zeros del polinomi aleatori i I'’espectre de la matriu
aleatoria.
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Si comparem els zeros i els valors propis globalment, com en la figura 5,
observem una distribucié molt similar, amb una diferéncia subtil. En el conjunt
de Ginibre, la transicio entre el disc ple de zeros i el seu complement sembla
més nitida, més abrupta. En els zeros del polinomi de Weyl, sembla que hi ha
una regi6 de transicié on hi ha uns pocs zeros. Mirarem de justificar aquesta
observacio.

Els dos processos de punts aleatoris, el de Ginibre i el dels zeros del polino-
mi de Weyl, admeten una extensi6 a infinits punts. En el cas dels polinomis de
Weyl, es tracta dels zeros d'una funci6 entera aleatoria:

fl@) =3 T

El cas de valors propis de matrius de dimensions infinites és més delicat técni-
cament. En qualsevol cas, una propietat en comu que tenen aquests processos
d’infinits punts és que son invariants per translacions, és a dir, la probabilitat
de trobar un nombre determinat de zeros en un conjunt Aien A + z és la
mateixa per a tot z. De fet, juntament amb el procés de Poisson classic, son
els Unics processos «naturals» que conec que tenen aquesta invariancia per
translacions. Aixo, naturalment, els fa molt atractius.

3 Un detour per les matrius aleatories

La motivacié per estudiar els valors propis de matrius aleatories ve del pro-
blema de la difusio (scattering) nuclear. Wigner, en els anys cinquanta, va
proposar 'estudi de valors propis aleatoris per modelar I'estat excitat d’alguns
nuclis atomics grans. Vegem alguns exemples trets del llibre classic de Mehta
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(vegeu [10]) sobre matrius aleatories, que segueix sent una bona referéncia.
Es tracta de ressonancies de difusio corresponents a nuclis de gadolini, tori i
urani, representades en la figura 6 (treta de [10]).

Gadolini 156 Tori 232 i Urani 238

FIGURA 6

En la figura 7 (treta de [10]), comparem la distancia entre ressonancies de
difusi6 i I’espai entre vaps del GOE (Gaussian Orthogonal Ensemble), que sén
matrius simetriques reals tals que les seves entrades triangulars superiors son
variables aleatories independents gaussianes reals identicament distribuides.

10 T T
(a)
r Poisson NDE

1726 spacings

05| <
GOE

FIGURA 7

L’estudi dels valors propis de matrius aleatories ha esdevingut un camp d’es-
tudi immens (amb més de 2700 entrades al MathSciNet des de I’'any 2000). Gran
part de la seva popularitat és deguda a les relacions amb la fisica matematica,
pero també amb altres camps potser més sorprenents.

Estudiant la distribuci6é dels zeros de la funcié ¢ de Riemann, Montgomery
(vegeu [11]) conjectura una certa repulsio6 local entre aquests zeros. Es llegenda-
ria la trobada amb el famoés fisic nuclear Dyson, que li va fer notar la similitud
d’aquesta qiiestié amb la distribucié dels espais entre els valors propis de
matrius aleatories del GUE (Gaussian Unitary Ensemble). Odlyzko a [12] experi-
menta numericament aquesta conjectura calculant milions de zeros de la € de
Riemman i ho compara amb la distribuci6 dels valors propis del GUE, com en
la figura 8 (treta de [10]), i doéna suport al lligam conjecturat entre la correlacié
dels zeros de la funci6é C i la correlaci6 entre els valors propis de matrius del
GUE.
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FIGURA 8

4 Interpretacio dels resultats numerics

4.1 La repulsio local

Intentem entendre alguns dels fenomens observats en les figures anteriors.
Una explicacio heuristica del perque de la repulsio local és la segiient:

PROPOSICIO 1. Sip(z) = [11-,(z — z;) té coeficients ay, i. e.:
p(z)=z"+a, 12" ' +---+a1z + ao,

aleshores l'aplicacio T(zy,...,zy) = (ao,...,an—1) té jacobia ]_[i<j |zi — Zj|2.

De manera que la mesura de Lebesgue «uniforme» sobre els coeficients es
transporta per T a una mesura sobre els zeros amb funci6 de densitat 0, si dos
zeros son iguals.

Aixo0 fa que la probabilitat de trobar zeros multiples sigui zero i que la
probabilitat de trobar zeros molt a prop I'un de I'altre sigui molt petita, ja que
els coeficients dels polinomis s6n variables independents i localment la mesura
de probabilitat és uniforme en els coeficients.

Intentem veure ara per que els zeros dels polinomis de Weyl es distribueixen
de forma aparent en un disc. La manera més simple d’entendre aixo és estudiar
la distribucié en mitjana dels zeros. Es el que es coneix com a primera intensitat
del procés de punts.

4.2 La primera intensitat

Suposem que tenim una funcio6 aleatoria de la forma

f(2) = > muarz*,

k=0

on my so6n coeficients (deterministes) prefixats i ax variables aleatories inde-
pendents, ar ~ Nc(0,1). La primera intensitat p és la mesura mitjana dels
punts.

Més formalment, per a cada realitzaci6 dels zeros z1, z»,..., anomenen u
a la mesura empirica dels zeros: g = >; 6z, on dz, és la delta de Dirac en el
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punt z;. Podem definir la primera intensitat p per dualitat com una mesura
actuant sobre funcions continues a suport compacte:

Jhdp = [EJhdu, h e C.(0),

on [ denota I’esperanca. Per tant, podem interpretar que p = E(u). Volem
calcular p, que ens donara una primera aproximacio en mitjana de la distribucio
dels zeros.

Vegem ara una formula explicita per a p. Prenem f, (z) = myz¥ i definim

K(z,w) = > fu(2) fu(w).

Observem que, si (f3,) és una base ortonormal de funcions d'un espai de Hilbert
de funcions holomorfes amb nucli reproductor, aleshores K coincideix amb
el seu nucli reproductor, i. e. f(z) = (f(w),K(z,w)). Es oporti remarcar que
no necessariament (fy,) ha de ser la base ortonormal de cap espai de Hilbert,
potser ni tan sols son independents. Pero, en el cas de polinomis de Kac o en
els de Weyl, si que ho sén, com ja hem indicat.

TEOREMA 2 (FORMULA D’EDELMAN-KOSTLAN). Es compleix

1
= —AlogK .
p = -AlogK(z2)

PROVA. Presentem una prova simplificada deguda a Sodin; vegeu [13]. Sabem
que, per a tota f € H (C),

1
soAloglfl= Y 5
n zi:f (z{)=0

Prenem ara f aleatoria f(z) = >, @nmpz" = 3, anfn(2).
E@) = £ (Y 62,) = ;- (Aloglf1?),

[E(Alog |f|2) = AElog | f|2.

Utilitzant ara que f(z) és una variable gaussiana amb mitjana 0, es veu imme-
diatament que la variancia és K(z, z).

ELfI? =D 1fn(@)]? =K(z,2).

Per tant, si a és una variable aleatoria amb distribucié N¢ (0, 1), tenim
AElog |f|? = AElog |la|®> + AElogK(z,z) = AlogK(z, z),

atés que a és independent de z i Elog |a|? és constant i, per tant, harmonica.
D’altra banda, K(z, z) és determinista. O
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Recordem el cas particular dels polinomis de Weyl:

a a
1 +nZ

pn(z)—ToJrTzwL Ne

Ara,

IZI2 CT(n+1,1z1%) ,p
Kn(zz)—z = T+ 1) ezl

Per la formula d’Edelman-Kostlan, la primera intensitat dels polinomis de Weyl
és:

_ 1 2 1
pn(z) = 4TTA(loglr(nle,IZI )+ p

Ginibre a [2] va calcular la primera intensitat del conjunt de Ginibre (matrius
amb entrades gaussianes) i resulta:

pn(z) =T(n,|z?) /(1T (n)).
Aquestes dues intensitats son funcions radials que tenen una transicié molt

rapida d’1 a 0, com veiem en la figura 9. En particular, els zeros dels polinomis
de Weyl tenen una transicié lleugerament més lenta que els valors propis.

Comparacié de les dues intensitats

Polinomi de Weyl: grau 100 Ensemble de Ginibre: 100x100 0.35 Ginibre 106 ——
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FIGURA 9

El tercer grafic de la figura 9 explica, per tant, per qué veiem algun zero més
en els polinomis de Weyl que en el conjunt de Ginibre fora del disc on es
concentren.

5 Punts critics i zeros

En els polinomis aleatoris, no només s’estudia la distribucié dels zeros, sin6
que també s’han estudiat, per exemple, els punts critics. Un exemple el trobem
en I'estudi dels polinomis elliptics fet per Hanin a [3].
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FIGURA 10: Zeros i punts critics de polinomis aleatoris, cortesia de Boris
Hanin.

5.1 Els polinomis eHiptics

Considerem els polinomis py, de la forma:

n n n
pn(z) =ap (O)+a1 (1>z+---+wn <n>z".

Els zeros es distribueixen en C de manera que, si fem la projecci6 estereografica,
queden distribuits uniformement en I’esfera unitat.

Comparats amb la distribucié dels zeros dels polinomis de Weyl, que ten-
dien cap a una distribucié de punts invariant per translacions, la distribucio
dels zeros dels polinomis elliptics és invariant per transformacions de Mobius.
Per justificar aquest fet, podriem calcular la primera intensitat dels zeros dels
polinomis elliptics mitjancant la formula d’Edelman-Kostlan, i la intensitat re-
sulta ser un multiple de (1 + |z|%) 2. Aquesta mesura és la mesura de Lebesgue
en l'esfera transportada al pla per la projecci6 estereografica i, per tant, és
invariant per les transformacions de Mobius. Aix0 no acaba de justificar del
tot que els zeros siguin invariants, ja que només ho hem vist per a la primera
intensitat (la mitjana dels zeros és invariant). Pero hi ha un resultat sorprenent
de rigidesa dels zeros de funcions analitiques gaussianes (vegeu [13, teore-
ma 2]) que implica que totes les propietats estadistiques dels zeros queden
determinades per la primera intensitat, en particular, la invariancia.

Comparem els zeros dels polinomis i els punts critics com es veu en la
figura 10, on els punts critics estan representats per un quadrat i els zeros,
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per un punt. L’origen esta representat per un estel. S’hi observa que, si ens
allunyem de I'origen, els zeros i els punts critics es troben aparellats i, de fet,
si mesurem la distancia entre ells, és aproximadament 1/n, on n és el grau del
polinomi. Intentem donar ara una explicacié d’aquest fet. Per fer-ho, una idea
potent és buscar un model fisic del problema matematic; aixo permet guanyar
intuicio i I'argument que donem es pot formalitzar fins a una prova rigorosa,
que podeu trobar a [3], per exemple.

5.2 Heuristica electrostatica
Donem una justificacio heuristica de I'aparellament de zeros i punts critics:

e Es pot veure que, amb probabilitat un, els zeros son separats, i un pe-
tit calcul utilitzant la formula d’Edelman-Kostlan indica que es distri-
bueixen uniformement en I'’esfera de Riemann, un cop feta la projeccio
estereografica.

e Considerem el potencial electrostatic aleatori u = % log |pnl. Es compleix
Au = Z}Ll 8a; — Ndw. AiX0O s’'interpreta com un camp electrostatic en
I'esfera de Riemann generat per n carregues positives situades en els
zeros del polinomi aleatori i una carrega negativa de pes n en el pol nord
(que correspon al punt de I'infinit).

e Un punt critic del polinomi correspon a un punt on el gradient del po-
tencial electrostatic s’anulla, és a dir, a un punt d’equilibri del camp
eléctric.

En un punt d’equilibri, hi actuen tres tipus de forces que s’han de compensar:

« La forca de la carrega negativa del punt de l'infinit. Es proporcional a n.

e La forca de la carrega positiva de la particula aleatoria més propera. Es
proporcional a 1/7, on ¥ és la distancia a la particula.

e La forca de les altres carregues. Aquestes estan distribuides «uniforme-
ment» al voltant del punt d’equilibri, i una variant del teorema central
del limit permet veure que aquesta forca és proporcional a /n, és a dir,
negligible respecte a la forca de la carrega provinent del pol Nord.

Per tant, per compensar totes les carregues, cal que la carrega positiva més
propera al punt critic estigui a una distancia 1/n i, aproximadament, en el
segment que uneix el punt critic i I’origen.

Aquest raonament heuristic es trenca a prop de l'origen (el pol Sud, en la
representacio estereografica), on la forca exercida per la carrega del pol Nord
és zero. Efectivament, s’observa que I'aparellament de zeros i punts critics es
trenca a prop de l'origen.

Aquest punt resulta curiés, perque, d’entrada, haviem comentat que els
zeros eren invariants per transformacions de Mobius. L’explicaci6 és que, en
definir els punts critics, estem privilegiant I’origen.
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6 Series de Dirichlet aleatories

Vegem, finalment, com I’estudi dels zeros de funcions aleatories no es redueix
a séries de poténcies, sin0d que també es pot estendre a séries de Dirichlet alea-
tories. La curiositat que fem notar a continuacio6 és deguda a Helson (vegeu [5])
i esta desenvolupada a [4]. Considerem la funci6 segiient:

f(s)=> x(mn,

nx=1

onx:N - T={ze(,|z|] =1} és un caracter aleatori. Un caracter satisfa
x(m-m) = x(n) - x(m). Per tant, si prescrivim el valor de x sobre els primers:
x(2),x(3),x(5),..., determinem x de forma tnica.

La probabilitat que introduim en 1’espai de caracters és la segiient: pre-
nem x(2) un punt de T amb distribucié uniforme. Independentment, x(3)
també amb distribuci6é uniforme, i aixi amb tots els primers.

Identifiquem, doncs, els caracters amb punts de T® i introduim a T* la
mesura de probabilitat producte. De la mateixa manera que haviem fet amb les
series de poténcies aleatories, podem considerar uns pesos a,, deterministes i
la funcio6 aleatoria

f(s) =D anx(m)n>.

nx=1

6.1 La hipotesi de Riemann quasi segurament

Diem que (a;,) és totalment multiplicativa, si a; = 1 i aym = anam per a
tot n, m. Per a qualsevol a > 0, el semipla R(z) > a es denota per C}. Helson
va provar el teorema segiient:

TEOREMA 3. Si(a,) és totalment multiplicativa i de ¥, aleshores la série fx (s) =
>aanX(n)n=s és convergent quasi segurament cap a una funcio sense zeros
aCy.

Una conseqiiencia gairebé immediata aplicant el teorema anterior a a, =
n~Y2-¢ per a qualsevol € > 0 és

COROLLARI 4 (HELSON). Quasi segurament la funcio de Riemann Ty

Cx(s) =D x(m)n~*

és convergent a C{ ), i no té zeros a C ;.
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data sets, but rather with sampling methods that do not lead to unnnecessary
data. For the sake of the exposition we briefly refer as well to non linear appro-
ximation theory.

Keywords: discretisation, linear approximation, non-linear approximation, Hil-
bert basis, compressive sampling, sparse vectors, decodificator, random matri-
ces, non-coherent bases.

MSC2010 Subject Classification: 94A12, 68P30, 41A46.

Pilar Guerrero and Tomas Alarcéon

Stochastic multiscale models of cell population dynamics: asymptotic and nume-
rical methods

In this paper we present a new methodology that allows us to formulate and
analyse stochastic multiscale models of the dynamics of cell populations. In the
spirit of existing hybrid multiscale models, we set up our model in a hierarchical
way according to the characteristic time scales involved, where the stochastic
population dynamics is governed by the birth and death rates as prescribed
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by the corresponding intracellular pathways (e.g. stochastic cell-cycle model).
The feed-back loop is closed by the coupling between the dynamics of the
population and the intracellular dynamics via the concentration of oxygen:
Cells consume oxygen which, in turn, regulate the rate at which cells proceed
through their cell-cycle. The coupling between intracellular and population
dynamics is carried out through a novel method to obtain the birth rate from
the stochastic cell-cycle model, based on a mean-first passage time approach.
Cell proliferation is assumed to be activated when one or more of the proteins
involved in the cellcycle regulatory pathway hit a threshold. This view allows us
to calculate the birth rate as a function of the age of the cell and the extracellular
oxygen in terms of the corresponding meanfirst passage time. We then proceed
to formulate the stochastic dynamics of the population of cells in terms of an
age-structured Master Equation. Further, we have developed generalisations of
asymptotic (WKB) methods for our age-structured Master Equation as well as
a T-leap method to simulate the evolution of our age-structured population.
Finally, we illustrate this general methodology with a particular example of a
cell population where progression through the cell-cycle is regulated by the
availability of oxygen.

Keywords: multiscale modelling, stochastic modelling, cancer, cell-cycle.
MSC2010 Subject Classification: 92B05.

Timothy G. Myers and Sarah L. Mitchell

A mathematical analysis of the motion of an in-flight soccer ball

In this paper an analytical and numerical study of the three-dimensional equa-
tions describing the motion through the air of a spinning ball is presented. The
initial analysis involves constant drag coefficients but is later extended to involve
drag varying with the spin ratio. Excellent agreement is demonstrated between
numerical and analytical results. The analytical solution shows explicitly how
the balls motion depends on parameters such as ball roughness, velocity and
atmospheric conditions. The importance of applying three-dimensional models,
rather than two-dimensional approximations, is demonstrated.

Keywords: aerodynamics, soccer ball flight, spinning soccer ball, Magnus force,
perturbation solution.

MSC2010 Subject Classification: 34130, 76G25.




English summaries 209

Joaquim Ortega-Cerda
(Random) power series
The construction of random functions with interesting properties is a classical
subject in Mathematics. Lately, there has been a renewed interest in the random

zeros of polynomials and of entire functions spurred in part by the growing
literature on the spectrum of random matrices.

Keywords: Random polynomials, Gaussian analytic functions.
MSC2010 Subject Classification: 30B20, 26C10, 30C15, 15B52.
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membre del comite editorial, per correu electronic, preferentment en format
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catala i en angles, paraules clau en catala i en anglés i els codis de la classificacio
per matéries MSC2010.
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en lloc de la coma recomanada per I'IEC, per poder facilitar la comprensi6 de
les expressions matematiques. Per tal d’accelerar el procés de produccio, es
prega als autors que segueixin les indicacions contingudes en el document
d’exemple.

La versio en paper del BUTLLETI s’imprimeix en blanc i negre. Quan un
article contingui figures en color i es consideri convenient, I’autor proporcionara
una versio dels grafics substituint el color per tons de grisos i linies de gruix
variable. Aixi mateix modificara els comentaris que facin referéncia al color de
les figures. En qualsevol cas el BUTLLETI publicara I’original en color en el seu
format electronic.

Els autors dels articles publicats al BUTLLETI en retenen el dret de copia
(copyright) i autoritzen I'lEC a difondre’ls, tant a través de la publicaci6é impresa
com mitjancant els portals digitals propis o d’altres amb qué s’estableixin els
convenis oportuns a aquest efecte. Es responsabilitat dels autors assegurar
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